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Streszczenie

W niniejszej rozprawie badam kwantowy model sieciowy z diagonalnym nieporzadkiem
oraz sprzg¢zeniami malejacymi potegowo z odlegtoscia, oc 1/r". W ramach wstepu przedstawiam
najwazniejsze wlasnosci modelu znane z literatury, wsréd ktérych wyréznia sig¢ mozliwos¢ wy-
stepowania standw zdelokalizowanych, nawet w uktadach niskowymiarowych, co stoi w sprzecz-
nosci z rezultatami hipotezy skalowania jednym parametrem. W moich badaniach skupiam si¢
jedynie na przypadku, w ktérym nieporzadek, zadany przez odchylenie standardowe rozktadu
diagonalnych energii, jest duzy w poréwnaniu z maksymalnym sprz¢zeniem pomig¢dzy wezltami.

Badam ewolucje czastki umieszczonej poczatkowo w Srodku sieci. Znajduj¢ asymptotyczne,
szczatkowe obsadzenie centralnego wezta, ktére w rezimie silnego nieporzadku oraz dla > d
jest tylko nieznacznie mniejsze od jednoSci, natomiast dla 4 = d mozliwy jest realny transport,
co zostalo wykazane przez P.W. Andersona dla uktadu tréjwymiarowego. W tym ostatnim
przypadku znajduje Sredni czas potowicznego zaniku obsadzenia centralnego wezta.

Gdy nieporzadek jest duzy, istotne sa tylko bezposrednie przeskoki z centralnego wezla
na inne wezly. Zaniedbujac przejscia wyzszych rzedéw, mozliwe jest analityczne rozwigzanie
rownania Schrodingera na amplitudy prawdopodobienistwa obsadzenia wezla przez czastke
w konkretnej chwili czasu. Dynamika obsadzen na dowolnym wezle przebiega jakoSciowo
w taki sam sposdb, tj. w trzech nastgpujacych po sobie fazach. Najpierw obsadzenie ro$nie
z kwadratem czasu, co jest fundamentalng wlasnoscig uktadéw kwantowych ze sprzgzeniami da-
lekiego zasiggu, ktéra wyprowadza si¢ rowniez z rachunku zaburzen. Nastgpnie w odpowiedniej
chwili czasu, tym wcze$niejszej im silniejszy jest nieporzadek, nastgpuje zmiana trendu wzrostu
na liniowy w czasie. Ostatecznie, poziom obsadzenia si¢ wysyca.

Tréjfazowa dynamika wzbudzenia znajduje odzwierciedlenie w zachowaniu si¢ Sredniego
przemieszczenia kwadratowego. Dyfuzja czastki kwantowej odbywa si¢ zatem réwniez w trzech
fazach, ktére w terminach teorii transportu okresla si¢ jako dyfuzje balistyczng (pierwsza
faza ruchu), dyfuzje¢ standardowa (druga faza ruchu), saturacj¢ (konicowa faza ruchu). Przy
pomocy symulacji numerycznych, obliczam Srednie przemieszczenie kwadratowe dla modelu ze
sprz¢zeniem odwrotnie proporcjonalnym do odlegtosci pomigedzy weztami (u = 1). Znajduje
wartoSci parametréw dynamicznych, predkosSc balistyczna pierwszej fazy ruchu, wspétczynnik
dyfuzji drugiej fazy ruchu oraz poziom saturacji jako funkcje sity nieporzadku oraz rozmiaru
uktadu. Rozwiazanie analityczne dostgpne w modelu centralnego atomu pozwala na znalezienie
doktadnych formut okreslajacych zaleznoS¢ parametréw dynamicznych od sity nieporzadku
oraz od wielkoSci uktadu dla dowolnego .

Asymptotyczne obsadzenie weztéw rozktada si¢ potggowo wzdtuz liniowego wymiaru
uktadu, co oznacza gruboogonowy rozktad obsadzefi. Mozna zatem méwic o potegowej lokaliza-
cji czastki na sieci.
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Nastgpnie badam dynamike korelacji rozchodzacych si¢ w uktadzie okreslonych przez dwu-
punktowa funkcje korelacji. Podczas dyfuzji (kwazi)czastki przez uklad, gdy czastka dociera
do okreslonego wezta, pomigdzy nim a wezlem centralnym narasta korelacja. Funkcja korelacji
w obrazie jednoczastkowym okazuje si¢ by¢ proporcjonalna do obsadzenia wezla, z czego
wynika jej potrdjna dynamika wzrostu na wezle. Analityczne wyprowadzenia pozwalaja na ilo-
Sciowe i jakoSciowe okreslenie dynamiki korelacji. Na koniec znajduj¢ réwniez czas potrzebny
do osiagnigcia zadanej wartoSci korelacji w funkcji numeru wezta, ktéry jest miara szybkosci
propagacji korelacji. Ze wzgledu na tréjfazowa ewolucje funkcji korelacji, propagacja zmienia
swoja zaleznos$¢ czasowa. W szczegdlnym przypadku i = 1 propagacja rozpoczyna si¢ jako ruch
balistyczny, a nastgpnie, od chwili czasu wyznaczajacej przejScie migdzy fazami, zmienia si¢
w standardowgq dyfuzj¢. Gdy i > 1, propagacja w pierwszej czgsci jest zawsze sub-balistyczna,
natomiast w drugiej sub-dyfuzyjna.

Na koniec badam teoretycznie dyfuzje ekscytonu w realistycznym uktadzie samorosnacych
kropek kwantowych na dwuwymiarowej kotowej mesie. Z poczatkowo wzbudzonej optycznie
kropki zachodzi transport na pozostate sztuczne atomy. Kwantowa dyfuzja odbywa si¢ poprzez
sprze¢zenia dalekiego zasiggu bedace potggowymi funkcjami odlegtosci, podobnie jak w badanym
przeze mnie wcze$niej modelu. Odlegtosci pomigdzy kropkami sa na tyle duze, ze ich funkcje
falowe si¢ nie przekrywaja. Dodatkowo rozmiar uktadu moze znaczaco przekracza¢ dlugosé
emitowanej fali elektromagnetycznej tak, ze przyblizenie dipolowe nie jest stuszne. Zaktadam
przy tym skoniczony czas zycia ekscytonu. Ponownie, dyfuzja przebiega w trzech nastgpujacych
po sobie fazach: transport balistyczny, dyfuzja standardowa oraz wysycenie. Korzystajac z wy-
nikéw otrzymanych wcze$niej, znajduje parametry dynamiczne ewolucji. Badam réwniez jaki
wptyw na dynamike ma skonczony czas zycia ekscytonu.



Abstract

In this thesis, I study a lattice model with diagonal energy disorder and couplings diminishing
with distance as a power-law, oc 1/r*. As an introduction, I present the most important properties
of the model known from the literature, such as the possibility of the presence of delocalized states
even in low-dimensional systems, which is at odds with well-known results employing the single
parameter scaling hypothesis. I focus only on the case where the disorder given by the standard
deviation of the distribution of diagonal energies is large in comparison with maximal coupling
in the system.

I study the evolution of a (quasi)particle initially placed at the center of the lattice. I find
an asymptotic survival occupation of the central node that is only slightly smaller than unity
in the regime of large disorder for ;1 > d, while for ;1 = d real transport may occur (as it was
shown by P.W. Anderson for 3-dimensional system) and I determine the decay time. When the
disorder is strong, only jumps from the central node to remote ones are significant. Neglecting
higher order jumps in the model, it is possible to analytically solve the Schrédinger equation
for the amplitudes of the probability of finding a particle on a site at a particular instant of time.
The dynamics of the occupation at any node proceeds qualitatively the same way, i.e., in three
consecutive phases. First, the occupation increases with the square of time, which constitutes
a fundamental property of quantum systems with long-range interactions arising from the
perturbation theory. Then, at a certain moment in time, the growth trend changes to linear in time.
Finally, the occupation level saturates.

The triple-phase excitation dynamics is reflected in the behavior of the mean square displa-
cement. The interpretation in transport theory terms is as follows, the first phase of the motion
represents ballistic diffusion, the second — standard diffusion followed by saturation. Using nu-
merical simulations, I calculate the mean square displacement, only for the model with coupling
inversely proportional to the distance between nodes (1 = 1). I find the values of the dynamic
parameters, the ballistic velocity of the first phase of motion, the diffusion coefficient for the se-
cond phase of motion, and the saturation level as a function of the disorder strength and the
size of the system. The analytical solution available within the central atom model allows me
to find exact formulas for the dependence of the dynamical parameters on the disorder force
and on the system size for any value of .

The asymptotic occupation of the sites has heavy-tailed power-law distribution along the
linear dimension of the system. One can therefore speak of a power-law localization of the
particle in the system.

Secondly, I study the dynamics of the correlations propagating in the system defined
by the two-point correlation function. During the diffusion of a (quasi)particle through the system,
when the particle arrives at a particular node, a correlation is formed between it and the central
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node. In the single particle picture, the correlation function is proportional to the occupation
of the node, which implies the triple-phase growth of the correlation at each node. Analytical
derivations allow me to quantify and qualify the correlation dynamics. I also find the time needed
to reach a given correlation value as a measure of the propagation speed. Because of the triple
phase evolution of the correlation function, the propagation changes its time dependence. In the
particular case of 1 = 1, the propagation starts as a ballistic motion, then, at a certain crossover
time, turns into standard diffusion. When p > 1, the propagation in the first part is always
sub-ballistic, while in the second part it is sub-diffusive.

Finally, I study theoretically the exciton diffusion in a realistic system of self-assembled
quantum dots on a two-dimensional circular mesa. From the initially optically excited dot,
transport to the remaining artificial atoms occurs. Quantum diffusion occurs via long-range
couplings that are power-law functions of the distance, similarly to the model I studied earlier. The
distances between the dots are large enough that their wave functions do not cross. Additionally,
the size of the system may significantly exceed the emitted electromagnetic wavelength such
that the dipole approximation is not valid. In doing so, I assume a finite lifetime for the exciton.
Again, diffusion proceeds in three successive phases: ballistic transport, standard diffusion,
and saturation. Using the results obtained earlier, I find the dynamic parameters of the evolution.
I also investigate what effect the finite lifetime of the exciton has on the dynamics.



Historia i motywacja

Historia obecnej rozprawy doktorskiej sigga czasu moich studiow magisterskich (2015-2017)
na Politechnice Wroctawskiej. Wtedy to rozpoczatem badanie dyfuzji ekscytonu w dwuwy-
miarowym zespole kropek kwantowych pod okiem mojego éwczesnego i obecnego Promotora,
prof. Pawta Machnikowskiego.

Badania dotyczyty bardzo konkretnego uktadu fizycznego, z ktérym pracuja fizycy ekspery-
mentalni. Poczatkowo wzbudzona kropka kwantowa przekazuje ekscyton pozostatym kropkom,
pomimo tego, ze kropki znajduja si¢ na tyle daleko od siebie, ze ich funkcje falowe si¢ nie
pokrywaja. Takie kropki emituja koherentnie falg elektromagnetyczna, skad efekt ten nazy-
wany jest superradiancja (ang. supperradiance). Za dyfuzj¢ ekscytonu odpowiada sprzgzenie
pomigdzy kropkami, sity dyspersyjne, przenoszone przez rezerwuar elektromagnetyczny [1-3].
Sprzgzenie to jest funkcja odlegtosci i dla uktadéw o matej gestosci powierzchniowej kropek
maleje odwrotnie proporcjonalnie do odlegtosci migdzy kropkami, oc1/r. Na szczeg6lng uwage
zastugiwata potrdjna dynamika ekscytonu, ktory poczatkowo dyfundowat balistycznie, nastgpnie
w okreslonej chwili czasu, dynamika zmieniata si¢ na dyfuzj¢ standardowa, by po pewnym
czasie zatrzymac si¢ na osiagnigtym poziomie. Poczatkowo badalem uktad kropek, zadajac reali-
styczne parametry materialowe. Zagadnienie nosito jednak znamiona bardziej fundamentalne;j
fizyki, gdyz mozna byto je sprowadzi¢ do modelu wprowadzonego poczatkowo przez Andersona
w 1958 1. [4] w celu badania dyfuzji pojedynczej czastki w ciele statym. Porzucitem zatem
kropki kwantowe, by zajaé si¢ zagadnieniem lokalizacji Andersona.

Wykonujac symulacje numeryczne, zadawaliSmy sobie pytanie, czy mozliwe jest znalezie-
nie rozwigzania analitycznego dla rozwazanego modelu. Okazato si¢ to mozliwe. Znalezione
przez nas wzory analityczne doktadnie odtwarzaja wyniki symulacji, jednak jedynie w rezimie
silnego nieporzadku. Rozwiazanie analityczne bylo mozliwe, gdyz, w silnie niejednorodnym
uktadzie, znaczenie maja jedynie bezposrednie przeskoki do odlegtych ,,atoméw”. Zaniedbanie
przeskokow wyzszych rzgdow nazwaliSmy ,,modelem centralnego atomu". Wigksza czg$¢ mojej
rozprawy opiera si¢ na tym rozwiazaniu analitycznym.

Poczatkowo, nasze badania dotyczyty jedynie modelu, w ktérym sprzgzenia maleja odwrotnie
proporcjonalnie do odlegtosci migdzy atomami, oc1/r. Dla takiego uktadu badaliSmy dynamike
Sredniego przemieszczenia kwadratowego. W 2020 r. opublikowaliSmy nasze wyniki w Physical
Review B [5]. Artykul, ktéry, prawde moéwiac, dojrzewat do napisania okoto trzech lat, zostat
przyjety przez czasopismo w trzy tygodnie, praktycznie bez koniecznoSci nanoszenia poprawek.

W pézniejszych badaniach nastgpowata dalsza generalizacja, tzn. przeszliSmy do zbadania
modelu, w ktérym sprz¢zenie pomigdzy atomami maleje z pewna potgga odlegtosci oc 1/7*. Ana-
lityczne rozwazania prowadzone dla przypadku p = 1 daly si¢ w bezposredni sposéb rozszerzy¢
dla ;o > 1. Model wprowadzony oryginalnie w potowie XX wieku przez Andersona [4] odzyskat
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swoja popularno$c¢ i byt szeroko badany w ostatnich latach (zob. Wprowadzenie). Zaintereso-
walem si¢ zatem tym modelem samym w sobie, zglgbiajac jego wtasciwosci, z ktérych chyba
najbardziej fascynujaca jest mozliwos¢ wystepowania stanéw zdelokalizowanych w uktadach
niskowyniarowych (d < 3) [6].

Kolejnym zagadnieniem, do ktérego chcieliSmy zaprzac nasze wyprowadzenia, byto zbadanie
dynamiki korelacji rozchodzacej si¢ w uktadzie jednowymiarowym. W obrazie jednoczastko-
wym dwupunktowa funkcja korelacji wyraza si¢ przez obsadzenie we¢ziéw. ByliSmy w stanie
odwzorowac wyniki symulacji wzorami analitycznymi i zastanowic si¢ nad fizyka zawarta w tych
wzorach.

Na koniec nalezato powrdci¢ do tematu, od ktérego wszystko si¢ zaczeto, tj. do zbadania
dynamiki dyfuzji ekscytonu w realistycznym uktadzie samorosnacych kropek kwantowych
rozmieszczonych losowo na kotowej mesie. Zasadnicza réznica pomigdzy prostym modelem
sieciowym a realistycznym uktadem sztucznych atoméw lezata nie tylko w zadaniu parametréw
materialowych, ale réwniez w zmienionej postaci sprzgzenia pomigdzy kropkami o oscyluja-
cym charakterze o cos(kor)/(kor) + sin(kor)/(kor)? + cos(kor)/(kor)® (gdzie k, jest liczba
falowa emitowanego promieniowania), losowym utozeniu kropek oraz skonczonym czasie zycia
ekscytonu prowadzacym do dyssypacji. Pomimo tego, Srednie przemieszczenie kwadratowe
dla ekscytonu odtwarza jakoSciowo wszystkie wtasciwosci prostego modelu i mozliwe jest
znalezienie przyblizonego rozwiazania analitycznego, stosujac szereg uproszczen stusznych dla
zadanych warto$ci parametréw uktadu.

W ten sposéb zebralem material do niniejszej rozprawy, ktéry mozna by podzieli¢ na cztery
czgsci. Pierwsza dotyczy per se wlasciwosci modelu z diagonalnym nieporzadkiem oraz potggo-
wymi sprz¢zeniami, druga, dynamiki Sredniego przemieszczenia kwadratowego okreslajacego
dyfuzje, trzecia, dynamiki korelacji, czwarta, dyfuzji ekscytonu w zespole kropek kwantowych.



Wprowadzenie

Lokalizacja Andersona

Brzemienny w skutki artykut P. W. Andersona' [4] przewidzial brak dyfuzji w pewnych
nieuporzadkowanych uktadach sieciowych w trzech wymiarach (3D). Anderson zaproponowat
prosty model fizyczny, w ktérym czastka znajdujaca si¢ na regularnej, tréjwymiarowe;j sieci
doSwiadcza potencjatu o losowej wartoSci na wezle oraz moze skaka¢ pomigdzy weztami
dzigki dalekozasiggowym sprzgzeniom malejacym z pewna potega odlegtosci. Dla odpowiednio
duzego nieporzadku oraz odpowiednio szybko malejacych sprzezen czastka nie byta w stanie
transportowac si¢ w uktadzie. Lokalizacja Andersona wystgpuje zatem ze wzgledu na panujacy
w ukladzie nieporzadek. Wspomniany artykul rozpoczat tym samym nowa dziedzing badan
w fizyce fazy skondensowane;.

Era skalowania

Chociaz oryginalnie dyskusja toczyta si¢ wokot uktadow ze sprzezeniami bedacymi malejaca
funkcja potggowa odleglosci, pdZniejsze badania zajmowaty si¢ uktadami ze sprzg¢zeniami tylko
z najblizszymi sasiadami. Dla takich uktadéw, Mott oraz Twose [7] udowodnili brak dyfuzji
w jednym wymiarze (1D). Nastepnie, tzw. ,,gang czterech”, tj. Abrahams, Anderson, Licciardello
oraz Ramakrishnan zaproponowali w [8] hipoteze skalowania przewodnosci jednym parametrem
i wykazali nieobecno$¢ dyfuzji w dwoch wymiarach (2D), potwierdzajac przy tym lokalizacje
w uktadach jednowymiarowych oraz przejscie fazowe w uktadzie tréjwymiarowym.

Uklady fizyczne z nieporzadkiem i dalekozasiggowymi sprzezeniami

Po czasie, poza modelami ciasnego wigzania z losowym potencjatem i1 sprzg¢zeniem tylko
z najblizszymi sasiadami, r6zne inne modele teoretyczne byty badane pod katem obecnosci
lokalizacji i przejScia metal-izolator [6, 9]. Do task powrdcil hamiltonian z oryginalnej pracy
Andersona tj. model z nieskorelowanym losowym potencjatem oraz dalekozasiggowym sprzeze-
niem o charakterze funkcji potggowej oc1/r", tyle ze réwniez w uktadach niskowymiarowych
(1D, 2D) [6, 10]. Odpowiada on r6znym eksperymentalnym oraz naturalnym uktadom fizycz-
nym. Na przyktad, Levitov [11] analizowat delokalizacj¢ modéw akustycznych rozchodzacych
sig w tréjwymiarowym krysztale i sprzg¢zonych oddziatywaniem dipolowym oc1/ 3. Ponadto
podobne uktady fizyczne byty badane pod katem transferu energii. Wstgpnym etapem do fo-
tosyntezy, wykorzystywanej przez niektore organizmy zywe, jest transport energii od miejsca

1Philip Warren Anderson [ur. 13 grudnia 1923 w Indianapolis (USA) — zm. 29 marca 2020 r. w Princeton (USA)]
— laureat Nagrody Nobla w 1977 r. razem z Nevillem F. Mottem oraz Johnem van Vleckiem ,,za fundamentalne

badania teoretyczne struktury elektronowej uktadéw magnetycznych i uktadéw nieuporzadkowanych”.
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wzbudzenia do centrum reakcji, w ktérym posredniczy oddziatywanie dipolowe oc1/ * pomiedzy
kolejnymi ,,antenami’” [12—14]. Réwniez uklady wielociatlowe z oddziatywaniem dipolowym
byly badane pod katem lokalizacji [15]. Rozwazano tez model, w ktérym wystepuja zaro6wno
krétko- jak i dalekozasiggowe dipolowe przeskoki, by okresli¢ transfer energii w samorosnacych
nanopierscieniach [16]. Wykazano, ze dipolowe sprzg¢zenia stabilizuja uktad przeciw niepo-
rzadkowi. Dalej, w dwuwymiarowych zespotach kropek kwantowych obserwuje si¢ transport
wzbudzenia pomigdzy kropkami [17]. Transport ten jest bardziej wydajny w strukturach o matym
zageszczeniu kropek, co wyklucza naktadania si¢ na siebie funkcji falowych sasiednich kropek,
a wigc 1 mechanizm kwantowego tunelowania. Obiecujacym kandydatem na wtasciwy mecha-
nizm transferu energii w tym przypadku jest sprzezenie dalekozasiggowe pomigedzy kropkami.
Wykazano w [18-20], ze efekty widoczne w luminescencji zespotu kropek nie dajq si¢ wyjasnic¢
przez wlasnosci pojedynczego emitera. Fundamentalne sprzgzenie pomigdzy kropkami wynika
z ich oddziatywania ze wspdélnym rezerwuarem elektromagnetycznym, sprzggajac ze soba kropki
poprzez site dyspersyjna oc cos(kor)/(kor) + sin(kor)/(kor)? + cos(kor)/(kor)® [1-31, gdzie kq
jest wartoScig wektora falowego odpowiadajacego rezonansowej dtugosci fali.

Mozliwosé delokalizacji w ukladach niskowymiarowych

Hipoteza skalowania jednym parametrem daje jedynie przyblizony wynik. Zaktada oddzia-
tywanie skonczonego zasiggu, nieskorelowany nieporzadek i symetri¢ odwrdcenia w czasie.
Pozostawia przestrzen na mozliwos¢ dyfuzji w pewnych modelach, nawet w uktadach niskowy-
miarowych.

Postugujac si¢ metoda grupy renormalizacji Rodriguez et al. [6] udowodnili istnienie stanéw
zdelokalizowanych w modelu z nieskorelowanym diagonalnym nieporzadkiem oraz potggowymi
sprzgzeniami malejacymi z odlegtoscia jak 1/r" dla wyktadnika ;1 wigkszego niz wymiar
przestrzenny uktadu, ale mniejszego niz 3d/2, tj. d < pu < 3d/2. Delokalizacja moze wystgpowac
na jednej z krawedzi pasma energetycznego, nawet w uktadach jedno- 1 dwuwymiarowych.

Taki sam model zostal wykorzystany do badania propagacji jednowymiarowego pakietu
falowego [17]. Ewolucje pakietu falowego opisuje tzw. §rednie przemieszczenie kwadratowe®
oraz odwrotny stosunek uczestnictwa®. Podobnie dla ;. > 3/2 pakiet falowy lokalizuje sig, tj. nie
moze opuscié¢ pewnego skoficzonego obszaru. Jest to zrozumiate, gdyz dla rosnacego ;. zmniejsza
si¢ zasigg przeskokow.

Szczegblny przypadek stanowi uktad, w ktérym ;o = 1. Badany bez obecnosci nieporzadku
[21] wykazat kombinacje dwdch rodzajéw transportu: standardowej dyfuzji oraz superdyfuzji.
Nie zostal jednak wyczerpujaco zbadany dla uktadu z nieporzadkiem. Byto to spowodowane
jego krytycznymi wtasnosciami, takimi jak rozbiezna do nieskoniczonosci energia na jednej z
krawedzi pasma, co implikuje nieskoficzong energi¢ potrzebna do lokalizacji tychze standéw [22].

W niniejszej rozprawie badam model, w ktérym pojedyncza czastka poruszajaca si¢ na re-
gularnej d-wymiarowej sieci do§wiadcza na weZle losowego potencjalu o duzym odchyleniu
standardowym, natomiast przeskoki umozliwia dalekozasiggowe sprze¢zenie pomigdzy weztami

2Zob. definicje (3.2).
3Zob. definicje (1.2).
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malejace jak funkcja potggowa odlegtosci oc1/r* dla o > 1. Nie omijam réwniez szczeg6lnego
przypadku p = d. Jak dotad model ten nie doczekat si¢ rozwigzania w dziedzinie czasowej. Poza
numerycznymi symulacjami dynamiki czastki na sieci znajduj¢ analityczne formuty odwzorowu-
jace doktadnie wyniki symulacji. Rozwigzanie analityczne jest mozliwe dla uktadow w rezimie
duzego nieporzadku, korzystajac z przyblizenia centralnego atomu, tj. biorac pod uwage jedynie
przeskoki pierwszego rzedu.






Cel, tres¢ i struktura pracy

W niniejszej rozprawie przedstawiam wyniki badan prowadzonych przeze mnie w ramach
Studiéw Doktoranckich na Politechnice Wroctawskiej w latach 2017-2022. Gtéwna strukturg
rozprawy stanowi 5 rozdzialéw.

Celem rozprawy bylo okreslenie oraz teoretyczne wyjasnienie dynamiki czastki kwantowe;j
w uktadzie z silnym nieporzadkiem, oraz dalekozasiggowymi sprz¢zeniami.

Rozdzial 1 ma charakter wprowadzenia do badanego przeze mnie tematu. Przedstawiam
w nim dobrze ugruntowana wiedz¢ z dziedziny lokalizacji Andersona. Na poczatku, podaje
metody badania lokalizacji, z ktérych jednoznacznie wynika konieczno$¢ lokalizacji w uktadach
niskowymiarowych (1D, 2D), natomiast w uktadzie tréjwymiarowym (3D) wystepowanie przej-
Scia metal-izolator ze wzglgdu na wartoS¢ nieporzadku. Sposrod metod wyrdznia si¢ tzw. hipoteza
skalowania jednym parametrem, ktérej poSwigcam osobny podrozdzial. Rozwazam réwniez
model Andersona, ze sprzgzeniami jedynie z najblizszymi sasiadami. Przedstawiam giéwne
kroki dyskretyzacji hamiltonianu metoda liniowej kombinacji orbitali atomowych, wychodzac
od jego standardowej postaci H = p°/(2m) + V (r). Wyprowadzenie dyskretnego hamiltonianu
przygotowuje grunt pod przedstawienie modelu z dalekozasiggowymi sprze¢zeniami.

Rozdziat 2 jest wprowadzeniem do modelu, ktérego dotyczy moja rozprawa. Wiedza litera-
turowa przeplata si¢ w nim z otrzymanymi przeze mnie wynikami dotyczacymi tego modelu.
Takie przedstawienie tematu podyktowane jest checia przekazania cato§ciowego obrazu modelu,
ktory zostat uzupelniony przez wyniki moich badan. Rozwazania rozpoczynam od wprowa-
dzenia pasma energetycznego dla badanego uktadu oraz okreslenia efektywnego nieporzadku
doswiadczanego przez czastke poruszajaca si¢ na sieci. Przedstawiam réwniez wyniki otrzymane
na poczatku XXI wieku [6], ktére udowadniaja mozliwos¢ wystgpowanie stanéw zdelokalizo-
wanych w uktadach niskowymiarowych, co zmienia nasze rozumienie lokalizacji Andersona.
Kolejne podrozdziaty stuza rozwiazaniu réwnania Schrodingera w przyblizeniu centralnego
atomu. Uzywajac metody z oryginalnego artykutu Andersona [4] znajduj¢ szczatkowe asympto-
tyczne obsadzenie centralnego wezla, a nastgpnie tréjfazowa ewolucje obsadzen pozostatych
weztéw, co stanowi podwaliny pod dalsze rozwazania.

Rozdziaty 3-5 prezentuja moje oryginalne wyniki, przy czym czegS¢ rezultatow zawartych
w rozdziatach 3 i 4 zostata juz opublikowana odpowiednio w pracach [5] 1 [23]. W rozdziale 3
zajmuje si¢ dyfuzja pojedynczego wzbudzenia na regularnej sieci. Przedstawiam dynamike
Sredniego przemieszczenia kwadratowego, poruszajac si¢ caty czas wewnatrz modelu wpro-
wadzonego w Rozdziale 2. Wyniki symulacji numerycznych dotycza jedynie uktadu jedno-
i dwuwymiarowego dla sprzgzenia V' (r) oc 1/r. Niemniej jednak analityczne wzory odzwiercie-
dlaja zachowanie si¢ uktadu o dowolnej wymiarowosci i ogélnej postaci sprze¢zenia, co komentuje
pod koniec rozdziatu.

13
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W Rozdziale 4 zamieszczam wyniki dotyczace rozprzestrzeniania si¢ korelacji w silnie nie-
jednorodnym, jednowymiarowym uktadzie spinéw, w ktérym doszto do lokalnego wzbudzenia
(ang. local quench), tj. obrécenia pojedynczego (centralnego) spinu. Kwaziczastka wzbudzenia
porusza si¢ wewnatrz uktadu, powodujac powstanie korelacji pomigdzy poszczegdlnymi spinami
a spinem centralnym. Sprz¢zenie pomigdzy atomami, jak poprzednio, ma charakter dalekozasig-
gowy, V' (r) oc 1/r". Hamiltonian spinowy mozna sprowadzi¢, w odpowiedniej bazie, do modelu
badanego przeze mnie w poprzednich rozdziatach. Jestem zatem w stanie odtworzy¢ jakoSciowo
1 iloSciowo dynamike korelacji w uktadzie. Znajac doktadna dynamike korelacji wyznaczam
charakter propagacji przez $ledzenie ,,frontu falowego” korelacji na ptaszczyznie czas—potozenie.
Interesujace jest rGwniez okreSlenie istnienia stozka Swietlnego, ktéry definiuje si¢ jako obszar
w plaszczyZnie czas—polozenie, poza ktérym korelacje gwattownie spadaja do zera. Proponuje
postac stozka Swietlnego w rozwazanym uktadzie.

W Rozdziale 5 przedstawiam teoretyczne rozwazania nad dyfuzja pojedynczego ekscytonu
w dwuwymiarowym zespole kropek kwantowych rozmieszczonych losowo na kotowej mesie.
Zajmuje si¢ dynamika Sredniego przemieszczenia kwadratowego oraz ewolucja obsadzen kropki
w funkcji czasu i odlegtoSci od poczatkowego wzbudzenia. Jako$ciowo, otrzymane wyniki sg
podobne do otrzymanych w rozdziale 3. Rozszerzenie zawiera m.in. wtaczenie efektu dyssypacji
przez zadanie skoficzonego czasu zycia czastki wzbudzenia.



ROZDZIAt 1

Lokalizacja Andersona

W tym rozdziale przedstawiam fundamentalne odkrycia w dziedzinie lokalizacji Andersona,
tj. lokalizacji czastki poruszajacej si¢ w niejednorodnym osrodku. Dokonuj¢ krétkiego przegladu
metod, ktérymi od brzemiennego w skutki artykutu P. W. Andersona [4] (1958) bada si¢ zjawisko
lokalizacji. Rola tego wstgpu polega na umieszczeniu mojej rozprawy w kontekscie odkry¢
dokonanych w wigkszosci w drugiej potowie XX wieku. Przy wyborze, sposobie oraz kolejnosci
prezentacji informacji sugerowatem si¢ pracami [24] i [25]. Rozdzial ten nie zawiera zadnych
autorskich wynikéw.

1.1. Metody badania lokalizacji

W tym podrozdziale wymieniam i komentuj¢ wybrane metody badania lokalizacji.

Badanie dynamiki transportu. Sledzenie dynamiki transportu odbywa si¢ poprzez umiesz-
czenie pojedynczej czastki na weZle sieci 1 obserwacji jak zmienia si¢ obsadzenie tego wezta
po pewnym czasie. Na potrzeby tej rozprawy przyjmuje, ze poczatkowo wzbudzony wezet to
zawsze wezet centralny. Taka metodg przyjat sam Anderson w [4], udowadniajac brak dyfuzji
czastki poruszajacej si¢ w tréjwymiarowej sieci atomow sprz¢zonych oddzialywaniem maleja-
cym z odlegtodcig 1/r" (1 > 3). Metoda uzyta przez niego zostala nazwana po angielsku locator
expansion'. Lokalizacja Andersona oznacza brak wyktadniczego w czasie zaniku obsadzenia
wezta. Czastka pozostaje zlokalizowana na weZle, cho¢ obsadzenie centralnego wezta moze
zostaC nieznacznie zmniejszone przez wirtualne przeskoki.

W podobny sposéb mozna §ledzié rozptywanie si¢ gaussowskiego pakietu falowego. W gra-
nicy ¢ — oo malejace wyktadniczo z odlegloscia prawdopodobienstwo znalezienia czastki
oznacza lokalizacje paczki falowej,

(1.1) (1) [? oc e Goe

gdzie &, nazywana jest dtugoscia lokalizacji. Klasycznym odpowiednikiem tej metody badania
lokalizacji jest §ledzenie btadzenia losowego (ang. random walk), ktérego rozwiazanie pokrywa
si¢ z przewidywaniami teorii skalowania (zob. podrozdziat (1.2)). W mojej rozprawie badam
gtéwnie dynamike transportu dla modelu zaproponowanego przez Andersona w jego oryginalne;j
pracy tj. dla atoméw doswiadczajacych losowego potencjatu na weZle oraz sprz¢zonych daleko-
zasiggowym sprzgzeniem V (r) oc 1/r". Szczegdlny wktad mojej rozprawy lezy w znalezieniu
ewolucji obsadzen pozostatych weztow.

"Pozostawiam tu nazwe angielska z powodu braku, w mojej ocenie, sensownego tlumaczenia na jezyk polski.
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Rys. 1.1. Schematyczna ilustracja pojedynczego centrum rozpraszania. Opraco-

wano na podstawie [24].

Lokalizacja stanéw wlasnych. Do zbadania lokalizacji stanéw wiasnych, otrzymanych
z diagonalizacji hamiltonianu, H |n) = E,, |n), uzywa si¢ tzw. stosunku uczestnictwa, a jeszcze
czesciej, jego odwrotnosci [26] (IPR)?, zdefiniowanej jako

(1.2) IPR(n) := Y |{riny |,

dla okreslonego stanu wtasnego |n) o energii £,,. Dla stanu mozliwie najbardziej zdelokalizowa-
nego (réwnomierne rozplynigcie sie czastki po sieci), | (r|n)|* = 1/N, zatem

1 1

1.3 IPR(n) = Y — = —

(13) (n) Z e
przyjmuje wartoS$¢ najnizsza (zero w granicy termodynamicznej). Natomiast dla stanu idealnie
zlokalizowanego {r|ny = (r), IPR(n) = 1, i przyjmuje warto$¢ najwyzsza. Brak skalowania

si¢ IPR z rozmiarem uktadu oznacza lokalizacj¢ Andersona.

Ciaglos¢ pasma. Znalezienia widma energetycznego danego modelu daje informacjg o sta-
nach zlokalizowanych. Widmo stanéw zdelokalizowanych jest widmem ciggltym, natomiast
widmo stanéw zlokalizowanych jest widmem dyskretnym (punktowym).

Metoda macierzy transferu [27]. Model ukfadu ztozonego z pewnej liczby losowo roz-
mieszczonych (ale o zadanej gestoSci rozmieszczenia) centrOw rozpraszania odpowiada zachowa-
niu si¢ czastki w niejednorodnym osrodku. Amplituda fali czastki poruszajacej si¢ odpowiednio
po lewej i po prawej stronie przeszkody wyraza si¢ przez

(1.4a) Wi (z) = 1&?6”’% _’_wzutefikz’
(1.4b) ¢R(Z) _ w%ute+ikz + w;)%ute—ikz'

Relacja pomigdzy amplitudami wyjSciowymi (out) a wejSciowymi (in) zadaje tzw. macierz
rozpraszania S (zob. Rys. 1.1),

out in /
(1.5) L) og(vt), s=(" "),
R R t r

2Ang. inverse participation ratio (IPR).
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gdzie t, t', v, v’ sa, w ogdlnosci, zespolonymi amplitudami prawdopodobieristwa transmisji
oraz odbicia na pojedynczym centrum rozpraszania (zob. Rys. 1.1). Prawdopodobienistwo trans-
misji jest réwne T = |t|?, a prawdopodobieristwo odbicia R = |r|*. dla symetrycznej przeszkody
t = t' oraz r = r'. Znajdujac macierz rozpraszania dla uktadu ztozonego z wielu centréw
rozpraszania, mozna wyznaczy¢ catkowita transmisje oraz catkowite odbicie od uktadu. Macierz
rozpraszania catego uktadu nie wyraza si¢ jednak w prosty sposéb przez macierze rozpraszania
pojedynczych przeszkdd. Taka wlasciwosé ma macierz transferu M, ktéra wiaze amplitudy fali
biegnacej po lewej i prawej stronie przeszkody,

out in * * /g%
R\ L (1 =Tt
(1.6) ( %1)_1\4(%%), M—(_r/t iy )

Macierz transferu dla catego uktadu jest zwyktym iloczynem macierzy poszczegdlnych centréw
rozpraszania,

(1.7) M12...N - MN X ... X M2 X Ml'

Najpierw, za pomoca macierzy transferu znajduje si¢ transmisj¢ po przejsSciu przez dwa centra
rozpraszania,

)T,
T12 = 00
’1 — \/RIRQB ‘

gdzie 0 jest losowa faza nabyta przez czastke przy transmisji. Przyjmujac jednostajny rozktad

(1.8)

fazy 6 ~ U(0, 27), mozna usredni¢ powyzsze wyrazenie, otrzymujac
_ N
~ 1—R/R,

Generalizacja na N centrOw rozpraszania nie wynika bezposrednio z relacji dla dwoch centréw

(1.9) Ty,

gdyz T nie jest addytywne przy doktadaniu nowej przeszkody. Poza tym, gdyby znalezZ¢ transmi-
sje uktadu V centréw rozpraszania, mnozac macierze transferu, jak w rownaniu (1.7), a nastgpnie
ekstrahujac transmisj¢ 77, ktopotliwym okazatoby si¢ usrednianie po catkowitej fazie nabytej
przez czastke. Stosuje si¢ zatem inna metodeg, wprowadzajac addytywny wspétczynnik przezycia
k=—InT = |InT|. Wtedy

(1.10) InTyy = InT; +InT, — In |1 — /R Rye™|.

Funkcja In |1 — z| jest analityczna dla |z| < 1, dlatego catka po fazie z trzeciego cztonu w (1.10)
jest réwna zero. Po usrednieniu po fazie #, pozostaje

Znaleziona warto$¢ Sredniego logarytmu transmisji jest addytywna przy doktadaniu kolejnego
centrum rozpraszania. Transmisja przez /N jednakowych centréw rozpraszania rozmieszczonych

losowo na dlugosci L o Sredniej gestosci liniowej n = N/L wynosi {InT) = Ln|InT}|, zatem

(1.12) Tiyp = exp ((nT)) = ¢ F/owc,

typ

gdzie &,. = 1/(n|InT}|). Rozktad prawdopodobieristwa In T jest zblizony do rozktadu nor-

malnego (zob. réwnanie (32) w [24]) i jest wycentrowany w {In7T") = In T,

typ» dlatego Ti ) jest
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wartoscia najbardziej prawdopodobna tego rozktadu. W jednym wymiarze transmisja maleje
wyktadniczo z rozmiarem uktadu, co oznacza lokalizacj¢ czastki.

Klasyczna analogia — bladzenie losowe [28]. Lokalizacje lub mozliwos¢ delokalizacji
mozna przewidzie¢ w prostej symulacji btadzenia losowego. W tym celu rozwaza si¢ czastke
na regularnej sieci, ktéra moze skaka¢ pomigdzy weztami z okreslonym prawdopodobienistwem
przeskoku dla kazdego mozliwego kierunku. Szuka si¢ przy tym prawdopodobiefistwa powrotu
czastki do poczatkowego potozenia. W modelu symetrycznym (réwne prawdopodobieristwa
przeskoku w kazdym z kierunkéw) prawdopodobienstwo powrotu po dowolnie dtugim czasie
dla d = 1 oraz d = 2 wynosi zawsze 1. Pewny powrd6t czastki do potozenia poczatkowego
interpretuje si¢ jako lokalizacje czastki.

W przypadku gdy wymiar uktadu d = 3, prawdopodobiefistwo powrotu jest mniejsze
od jednosci, co indukuje mozliwos¢ delokalizacji czastki w uktadzie, tj. czastka nigdy nie powrdci
do poczatkowego potozenia. Takie samo zachowanie czastki przewiduje teoria skalowania
jednym parametrem, ktérej gtéwne wyniki przedstawiam w nastgpnym podrozdziale.

1.2. Teoria skalowania w lokalizacji

Fizycy uzywaja teorii skalowania do badania zachowania si¢ uktadéw o coraz wigkszych
rozmiarach L — bL (b > 1). Metody skalujace sa wykorzystywane w teorii pola, fizyce
statystycznej, a takze w teorii lokalizacji, odkad tzw. ,,gang czterech” (ang. the gang of four),
tj. Abrahams, Anderson, Licciardello oraz Ramakrishnan opublikowali swoja przelomowa
prace [8] w 1979 roku. W tym podrozdziale pragn¢ przedstawi¢ gtéwne wyniki ich artykutu.
Robig to nie tylko dlatego, ze jest to temat istotny w dziedzinie, ktérej dotyczy moja rozprawa,
ale réwniez dlatego, ze najnowsze wyniki, prezentowane w kolejnych rozdziatach, pokazuja,
ze istnieja wyjatki od wynikow teorii skalowania w lokalizacji, takie jak mozliwo$¢ wystgpowania
stanow zdelokalizowanych w uktadach niskowymiarowych [6].

W teorii skalowania lokalizacji Andersona bada si¢ zachowanie nastgpujacej funkcji

_ ,dlng  dlng

bedacej pochodna logarytmiczng bezwymiarowej przewodnosci g wzglgdem liniowego rozmiaru
uktadu. Bezwymiarowa przewodnoS§¢ zdefiniowana jest tak, ze dla doskonatego izolatora jest
ona réwna zero, natomiast dla idealnego przewodnika dazy do nieskonczonosci®. Skalowanie
w lokalizacji opiera si¢ na zatozeniu, ze przewodnos¢ g skaluje si¢ z rozmiarem uktadu jak

(1.14) g(bL) = f(b,g(L)),

tj. nie zalezy w jawny sposéb od samego rozmiaru uktadu. Oznacza to, ze funkcja 3, co zo-
stato zaznaczone w definicji (1.13), wyraza si¢ wylacznie przez przewodnos$¢ g(L), nie zalezy
natomiast jawnie od samego L. Ewolucja ¢g(L) z rozmiarem uktadu dana jest jednoznacznie
przez (1.13). Jesli § < 0, przewodno$¢ bedzie maleé ze wzrostem uktadu, odwrotnie dla S > 0.

3Przewodno$é mozna wyrazié jako iloraz wspétczynnikéw transmisji i odbicia g = T'/R [24], z czego wynikaja

jej asymptotyczne wartosci.
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B =1In(g/g0)

Rys. 1.2. Schematyczny rysunek funkcji skalujacej 5(g) (1.13). Opracowano
na podstawie [8] oraz [24].

Przypadek § = 0, dla pewnej skoniczonej wartosci g, oznacza stan metastabilny, natomiast
warto$¢ g w tym punkcie wyznacza przejScie fazowe metal-izolator.
W rezimie silnego nieporzadku, autorzy w [8] zaktadaja wykladnicza lokalizacje, tj.

(1.15) g = goe™ " = lim 8 = In(g/g),

gdzie stala g, jest rzgdu jednoSci. W rezimie przewodzacym natomiast korzysta si¢ z prawa
Ohma,

(1.16) g(L)oc L2,
i otrzymuje

(1.17) lim B =d— 2.

g—®0

W sposéb schematyczny przedstawitem funkcje 5 na Rys. 1.2 dla kazdego z trzech wymiaréw
przestrzennych. W przypadku d = 1, (3 jest zawsze ujemna, co implikuje konieczno$¢ lokalizacji.
W d = 2, chociaz w granicy g — 0, 3 dazy do zera, mata poprawka do wartos$ci asymptotycznej,
otrzymana z rachunku zaburzen, jest ujemna [8], zatem w dwéch wymiarach czastka rowniez
powinna by¢ zlokalizowana. Najciekawszy przypadek stanowi uktad tréjwymiarowy, w ktérym
£ moze by¢ dodatnie. Oznacza to, ze startujac z uktadu o dostatecznie duzej przewodnosci,
dla ktérej 8 > 0, wraz ze wzrostem uktadu, przewodno$¢ bedzie liniowo wzrastaé. Szybkos¢é
wzrostu ograniczona jest przez maksymalna warto$¢ § = 1. Odwrotnie, jesli dla nieduzego
uktadu f < 0, w granicy termodynamicznej spodziewaé si¢ mozna lokalizacji. Oznacza to,
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ze istnieje graniczna wartos$¢ g, dla ktérej 8 = 0. Ta warto$S¢ g wyznacza punkt przejscia
fazowego metal-izolator.

1.3. Dyskretyzacja hamiltonianu

W teoretycznej analizie lokalizacji stosuje si¢ model nazywany modelem Andersona®* [24].
W tym podrozdziale przedstawiam wyprowadzenie modelu ciasnego wigzania metoda liniowe;j
kombinacji orbitali atomowych (LCAO)’. W tym celu rozwazam niezalezne od czasu réwnanie
Schrodingera dla pojedynczej czastki w ogdlnej postaci

(1.18) (Hat+ZVﬁ (rrﬁ)) U(r) = EV(r),

B
gdzie H,, = p*/(2m), natomiast V (r — r5) jest potencjatem dziatajacym na wezet ze strony
pozostatych atoméw. W (r) = (r|¥) jest funkcja falowa w przestrzeni koordynacyjnej. Dokonam
tu dyskretyzacji hamiltonianu (1.18) w przyblizeniu ciasnego wiazania. Dyskretyzacji dokonuje
metoda LCAO, tj. zakladajac, ze

(1.19) U(r) =Y ¢.x,(r—7,)
v
jest liniowa kombinacja orbitali x.,(r — r,) wycentrowanych na atomach {v}, gdzie ¢, sa,

w ogolnosci zespolonymi, wspétczynnikami rozwinigcia. Mnozac powyzsze rownanie przez
Xa(r — r,) oraz catkuje po objetosci otrzymuje

(1.20) Y (€5 = E) Ay + Y Bapys = 0,
Y By
gdzie
(1.21) Ay = fdrxi(’r —Tu)X, (T —7,)
jest przekryciem sig¢ orbitali atomowych oraz
(1.22) Bos, = derx’;(r — 1 )Va(r —rg)x,(r—7,)

jest catka przeskoku pomigdzy atomami « a v przekazywana przez atom /3. Przyjmuj¢ brak
przekrycia orbitali sasiednich atoméw,

(1.23) Ay =6

avys

natomiast catkg przeskoku mozna okresli¢ w rézny sposob. Chociaz oryginalna praca Andersona
rozwazala przeskoki dalekozasiggowe,

55v

(124) Boz,B’y = m7
a Y

“Modelem Andersona nazywa si¢ albo model ciata stalego z domieszkami magnetycznymi, albo prosty
model ciasnego wiazania z losowq energia na wezle i sprzezeniami, albo pomigedzy najblizszymi sasiadami, albo
dalekozasiggowym oc 1/, Ilekroé¢ w tej rozprawie pojawi si¢ model Andersona, uzywam go w tym drugim
znaczeniu uscislajac, jaki rodzaj sprz¢zenia mam w danym momencie na mysli.

SAng. linear combination of atomic orbitals.
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pOzniejsze badania skupity si¢ gfdwnie na modelu ze statymi przeskokami jedynie do najbliz-
szych sasiadow

(1.25) Baﬁfy = _5a65a,v+zg

gdzie {7+ 2z} jest zbiorem wszystkich najblizszych sasiadow wezta v. Réwnanie (1.18) przyjmuje
dyskretng postac,

(126) (604 - Ea) \I}oa - gz \Iloz-&-z = 07

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich z, dla ktérych o + z jest najblizszym sasiadem «
oraz e, = p /2m. Dodatkowo zaznaczytem, ze dana warto$¢ wtasna F,, odpowiada stanowi
zlokalizowanemu na wezle «, co jest stuszne dla modelu z zatozeniem (1.25) lub dla (1.24) ale
jedynie w przypadku duzego odchylenia standardowego energii €,,.

Powyzszy model odpowiada uktadowi atoméw o pojedynczym sferycznosymetrycznym
orbitalu (orbital s) o energii €, na wezle, mogacym skakac z danego wezta tylko do najblizszych
sasiadow. W bazie stanéw zlokalizowanych na weztach |o) hamiltonian modelu przyjmuje
postaé

(1.27) HzZea la X —QZ(‘CM+Z><()4| + o+ zXal) .

W jednym wymiarze (z = +1) mozna zapisa¢ rownanie (1.26) poprzez macierz transferu,

)} U w B
1.28 atl | _ « dzi - 9 .

Tak zdefiniowana macierz p,, rézni si¢ od wprowadzonej w rownaniu (1.6), ale posiada t¢ sama
wlasnos¢ — multiplikatywnosé,

N

(129) PN = Hpaa

a=1
gdzie Py okreSla transmisj¢ przez uktad /N centréw rozpraszania. Macierz Py mozna znalez¢
numerycznie w prosty sposob zaktadajac pewien rozktad prawdopodobienistwa energii €,,.

1.4. Rozwiazanie dla ukladu bez nieporzadku

W przypadku braku nieporzadku oraz periodycznych warunkéw brzegowych uktad jest
translacyjne niezmienniczy, zatem jego funkcje falowe maja postac

(1.30) Uy (o) =

gdzie
ki=—n, n=—|N/2|,...0,..,|N/2|-1, j=uzy-z2

jest j-ta sktadowa wektora falowego. Wstawiajac (1.30) do rownania (1.26) otrzymuje si¢ pasmo
w przestrzeni wektora falowego,

(1.31) B, = —2¢g Z cos(kj).

j=x7y7z
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Uwzgledniajac zalezno$¢ czasowq otrzymuje si¢
1 Z 6ik~ra+2itg 2?21 cos(kj))
VIS

W granicy termodynamicznej, sum¢ mozna zamieni¢ na catke

(1.32) U(t, o) =

d
= d
1 .
(1.33) Ut,a)= | — f ehirestBoes By |~ TTirs, (2tg).
2m ik o
gdzie J, . () jest funkcja Bessela pierwszego rodzaju®. Interesowaé mnie bedzie obsadzenie
centralnego wezta (r, = 0) po dlugim czasie,

(1.34) U(t — o0,0) oc 1/t2,

w pierwszym rzgdzie rozwinigcia (1.33) w szereg wzgledem czasu lezacego w nieskoniczonosci
(t — o0). W granicy dlugiego czasu obsadzenie centralnego we¢zta maleje, bedzie on zatem
zdelokalizowany na sieci, co jest przewidywalnym wynikiem dla uktadu bez nieporzadku.

Z zaleznosci (1.31) mozna obliczy¢ gestoS¢ stanow. W uktadzie jednowymiarowym wyraza
si¢ ona przez

(E)—ldk— 1
P1D T TdE - hgz_Ez-

W wyzszych wymiarach i na sieciach regularnych (kwadratowej w 2D i kubicznej w 3D) mozna

(1.35)

obliczy¢ gestos¢ standw za pomoca wzoru

1
s
kE[*ﬂ',ﬂ']d
gdzie funkcja podcatkowa w powyzszym wyrazeniu jest diagonalnym elementem macierzowym
funkcji Greena dla uktadu o d wymiarach przestrzennych,
(1.37) Gu(E +is;k) = [E +is — Ej] "

I tak, autorzy w [30] obliczaja gestoS¢ stanéw dla sieci kwadratowej (2D) jako

1 / E?
1. = —K 1——
(1.38) P2D o2 6 |

gdzie
(1.39) K(k) = J 40
0 A/1—k*sin*6

6Skorzystalem z calkowej reprezentacji funkcji Bessela pierwszego rodzaju w [29],

Jn(iE) _ J 6i(n0+zc050)d0.

—T
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Rys. 1.3. (a-c) Gestos¢ standw (histogram stanéw energetycznych) dla poje-

dynczej realizacji nieporzadku dla trzech réznych wartosci sity nieporzadku

W =0, 1, 10. (d-1) (De)lokalizacja stanéw wtasnych o trzech r6znych energiach

(w wierszach) dla uktadu o zadanych wartoSciach sity nieporzadku (w kolum-

nach). Opracowano na podstawie [32).

jest zupetna catka eliptyczna pierwszego rodzaju. Gestos¢ stanéw mozna znajdowac analitycznie,

korzystajac z (1.36), jednak wedtug mojego stanu wiedzy, najczesciej gestos¢ stanéw liczy si¢

numerycznie dla zadanego modelu (zob. [31]).

1.5. Rozwiazanie numeryczne dla ukladu jednowymiarowego

W tym podrozdziale komentuj¢ standardowe wyniki symulacji modelu Andersona ze sprzg-

zeniami najblizszych sasiadéw wprowadzonego w (1.27). W obliczeniach przyjeto periodyczne

warunki brzegowe, g = —1 oraz €, ~ U(—W /2, W /2). Symulacje numeryczne wykonatem przy
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O N=4000 2 N =250
N = 1000

Rys. 1.4. Sredni stosunek uczestnictwa (1/IPR) w funkcji energii dla modelu
zadanego hamiltonianem (1.27) dla trzech r6znych rozmiaréw taiicucha.
Opracowano na podstawie [32].

pomocy programu napisanego przez D. Delande [32], w ktérym dokonatem zmian na potrzeby
tej rozprawy.

Na Rys. 1.3(a-c) przedstawiam gesto$¢ stanéw dla modelu (1.27) dla r6znych wartoSci nie-
porzadku. Rysunek 1.3(a) odpowiada gestosci standw dla uktadu czystego (bez nieporzadku).
Czarna przerywang linig narysowatem znang relacj¢ dla gestosci stanéw (1.35), ktéra doskonale
pasuje do wynikéw symulacji. Energie pasma czystego uktadu przyjmuja wartosci z przedziatu
[—2, 2]. Na krawedziach pasma gesto$¢ stanéw jest rozbiezna do +oo. Gdy pojawia si¢ niepo-
rzadek, rozbiezno$¢ znika, a na krawedziach pasma pojawiaja si¢ ogony wykraczajace poza
przedzial [—2, 2] nazywane ogonami Lifshitza. Na Rys. 1.3(d-1) przedstawiam stany wtasne
o zadanej energii £/ = 0.0, 1.0, 2.0 oraz dla r6znych wartosci sity nieporzadku. W przypadku
braku nieporzadku stany rozktadaja si¢ rownomiernie po catym tancuchu (d, g, j), natomiast
w przypadku wystgpowania nieporzadku, stan jest zawsze zlokalizowany w przestrzeni, co
oddaje waski szczyt dla pewnej wartosci r.

Dodatkowo obliczylem Sredni stosunek uczestnictwa, ktéry przedstawiam na Rys. 1.4. Naj-
wazniejszym efektem widocznym na rysunku jest brak skalowania si¢ stosunku uczestnictwa
z rozmiarem, co odpowiada stanom catkowicie zlokalizowanym. IloSciowo wigksze i mniejsze
wartosci stosunku uczestnictwa odpowiadaja proporcjonalnie wigkszym i mniejszym wartosciom
dhugosci lokalizacji. Stany o energiach najwyzszych maja najkrétsza dtugos¢ lokalizacji, nato-
miast stan o energii zerowej ma najdtuzsza dlugos¢ lokalizacji, czyli jest najsilniej zlokalizowany.

1.6. Granica ruchliwosci

Odkad jasnym si¢ stato, ze w uktadzie tréjwymiarowym istnieje przejscie fazowe metal-
izolator, interesujaca kwestia stato sic domniemane istnienie tzw. granicy ruchliwosci’. Granica
ruchliwosci jest wartosScia energii w paSmie energetycznym rozdzielajaca stany zlokalizowane

7Ang. mobility edge.
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stany zdelokalizowane
m stany zlokalizowane

W =0 W < W,

—FE. E. E

Rys. 1.5. Schematyczny rysunek gestosci standw, na ktérym zaznaczono udziat
stanéw zlokalizowanych (kolor czerwony) oraz standéw zdelokalizowanych (kolor
76tty) w trzech r6znych jakoSciowo sytuacjach: (a) dla uktadu czystego tj. bez
nieporzadku; (b) dla uktadu z umiarkowanym nieporzadkiem, tj. nizszym niz
graniczna wartos$¢ W, dla ktérej zachodzi przejScie fazowe metal-izolator; (c)
dla nieporzadku przekraczajacego graniczng wartoS$¢ nieporzadku, co skutkuje
lokalizacja wszystkich stanéw pasma.

od zdelokalizowanych. Economou oraz Cohen [33] wykazali w 1970 r. istnienie granicy ru-
chliwosci, przy czym stany zlokalizowane leza symetrycznie na krawedziach pasma, natomiast
stany zdelokalizowane — w §rodku pasma (zob. Rys. 1.5). W miar¢ wzrostu nieporzadku granica
ruchliwosci E,. przesuwa si¢ do wewnatrz pasma, az do momentu catkowitego zaniku stanéw
zdelokalizowanych. W modelu Andersona (diagonalny nieporzadek oraz przeskoki tylko do naj-
blizszych sasiadéw) znaleziono wartos$¢ krytyczna nieporzadku, dla ktérej nastgpuje lokalizacja
wszystkich stanéw pasma. Dla jednorodnego rozktadu energii €, € U(—W /2, W /2) warto§é
krytyczna nieporzadku wynosi W, ~ 2.75, gdzie B jest szeroko$cig pasma. O przejSciu metal
izolator méwimy w dwdéch réznych znaczeniach, pierwszym, jako przekroczenie wartosci kry-
tycznej W,, dla ktérej znikaja zupetnie stany zdelokalizowane. Rzadziej, w drugim znaczeniu,
gdy zmienia si¢ charakter (zdelokalizowany < zlokalizowany) stanu w zaleznos$ci od energii

stanu.






ROZDZIAL 2

Model Andersona z catka przeskoku malejaca potegowo z odlegloscia

W tym rozdziale wprowadzam model badany przeze mnie w ramach niniejszej rozprawy.
Jest to model Andersona z dalekozasiggowa catka przeskoku malejaca z pewna potega odle-
gtosci, V(r) oc 1/r". Prezentuje hamiltonian wyrazony w drugim kwantowaniu oraz w bazie
stanow zlokalizowanych na wezle (podrozdziat 2.1). Nastepnie znajduje pasmo energetyczne
oraz wyrazam hamiltonian w bazie stanéw wtasnych wektora falowego (podrozdziat 2.2). Do-
datkowo znajduj¢ efektywna wartos¢ nieporzadku odczuwanego przez czastke w uktadzie jako
Sredni pozadiagonalny element hamiltonianu w przestrzeni odwrotnej (podrozdziat 2.3). Dalej
przedstawiam argumentacj¢ pochodzaca oryginalnie z [6, 34], dowodzaca, ze nawet w uktadach
niskowymiarowych (1D, 2D) z nieskorelowanym nieporzadkiem moga wystgpowac stany zdelo-
kalizowane prowadzace do przejScia metal-izolator ze wzgledu na zasigg sprzg¢zen dziatajacych
w uktadzie zadany przez wyktadnik p (podrozdziat 2.4).

Na szczeg6lne potraktowanie zastuguje model, w ktérym sprzezenie maleje z odlegtoScia
jak r gdzie d jest wymiarem przestrzennym ukladu. W tym uktadzie energie na krawedziach
pasma sa rozbiezne. Pokazuj¢ jednak, ze stany krawgdziowe w granicy termodynamicznej nie
maja znaczenia, gdyz ich wzgledna liczba maleje do zera (podrozdziat 2.5).

W kolejnych podrozdziatach zajmuje si¢ rozwigzaniem réwnania ruchu dla badanego modelu.
Wyprowadzam najpierw wynik otrzymany oryginalnie przez P. W. Andersona w [4]. Miano-
wicie interesuje mnie, jak rozprzestrzenia si¢ po sieci pojedyncza czastka w rezimie silnego
nieporzadku. W tym celu stosuj¢ przyblizony ,,model centralnego atomu”, w ktérym rozwaza
si¢ sprzezenia jedynie z poczatkowo obsadzonym weztem, co jest stuszne dla silnie niejedno-
rodnych energii. Otrzymuj¢ asymptotyczne obsadzenie centralnego wezta (podrozdziat 2.7).
Nastgpnie, w dalszym ciagu postugujac si¢ modelem centralnego atomu, znajduje ewolucje
w czasie obsadzenia na pozostatych weztach (podrozdziat 2.10), ktéra ma trzy wyrazne fazy —
kwadratowa w czasie, liniowa w czasie oraz wysycenia (podrozdziat 2.12). Taka sama dynamike
otrzymuje si¢ w ,,modelu dwéch atomow” (podrozdziat 2.10), co jest zrozumiate, gdy weZzmie
si¢ pod uwage, ze w modelu centralnego wezta, kazdy z atomow jest najblizszym sasiadem
atomu centralnego.

Znalezienie dynamiki obsadzen uwazam za najwazniejsze osiagnigcie niniejszej rozprawy,
ktore wykorzystuje nastgpie w rozdziatach 3-5 dla doktadnego odwzorowania wynikéw symula-
cji numerycznych oraz ich glgbszego zrozumienia.

27
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2.1. Opis modelu

Rozwazam hamiltonian postaci

2.1) H=J (Z €atlhy + ) Vaﬁagaﬂ) :
« a,f

gdzie al oraz a, sa, odpowiednio, bozonowymi operatorami kreacji i anihilacji (kwazi)czastki

na wezle «, J zadaje catkowita skalg energii, Je, jest energia na weZle a. Energie {e,} sa nie-
skorelowanymi zmiennymi losowymi pochodzacymi z pewnego rozktadu prawdopodobieristwa.
W ramach mojej rozprawy skupiam uwage gléwnie na symetrycznym rozktadzie jednostajnym
o szerokosci W' [e,, € U(—W /2, W /2)] oraz symetrycznym rozktadzie normalnym o odchyleniu
standardowym o [e, € N( = 0,0)]. Sprzezenia pomigdzy weztami JV, 5 maja charakter
dalekozasiggowy, tj. maleja z pewna potega odlegto$ci pomigdzy weztami (por. réwnanie (1.24)),
1

- T el

gdzie 7, oraz 7 sa potozeniami weztéw avi 3 na, w ogdlnosci, d-wymiarowej regularnej sieci
krystalicznej o jednostkowej stalej sieciowej (przestrzen 7% z periodycznymi warunkami brze-
gowymi. Hamiltonian (2.1) mozna réwniez wyrazi¢ w bazie stanéw zlokalizowanych na wezle

{lan},
(2.3) H=1J (Z €o la)al + > Vg |oz><ﬁ|> :
o a,B

w ktoérych takze wyraza si¢ wektor stanu catego uktadu

2.4) ©) =Y cal®)]a), |y = al vac),

o
gdzie |vac) oznacza stan sieci nieobsadzonej przez zadna czastke, natomiast ¢, (t) sa zaleznymi
od czasu wspélczynnikami rozwinigcia bedacymi amplitudami prawdopodobieristwa znalezienia
czastki na wezZle a. Dodatkowo pragng w tym miejscu wyrazi¢ hamiltonian uktadu w kategoriach
operatoréw spinowych. Niekiedy rownowaznie do operatoréw kreacji i anihilacji w drugim
kwantowaniu mozna rozpatrywac operatory podnoszace i opuszczajace wartoS¢ momentu pedu, a
w szczeg6lnosci spinu. Poczatkowy stan uktadu |ini) = |vac) oznacza uktad, w ktérym wszystkie
spiny spolaryzowane sa w jednym kierunku, np. w gore,

(2.5) ini) = @) 1), = 1. 1)
o ~——
N

Operator 6 = G, —id, obraca spin o numerze o w d6t, natomiast operator 6 = 63 +id, obraca
ten sam spin w gore, gdzie 67", 1 = x,y, 2 bedace macierzami Pauliego sa jednoczastkowymi
operatorami dzialajacymi na wezZle «. Jesli w uktadzie wystepuje tylko jedno wzbudzenie
spinowe stan uktadu opisywany jest funkcja |¥) wyrazong réwnaniem (2.4) z tym ze teraz
|ay = 6% |ini). Hamiltonian (2.1) [(2.3)] przyjmuje postaé

(2.6) H=J (Z €a016% + > Vososo? )
« a,fB
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lub

2.7 H=1J] 22%(1"‘0?)4‘2%5 (agax—l—a;ag)].

Rozwazany model jest wigc kwantowym modelem XY z nieporzadkiem.

Dla uktadu o skoficzonym rozmiarze liniowy rozmiar uktadu bed¢ oznaczat jako L, natomiast
catkowita liczbe atoméw w ukladzie jako NV = L*. Zasadniczo rozwazam uktady, dla ktérych p >
d (chociaz rozdzialy 3 oraz 5 zawieraja rowniez analiz¢ uktadéw z p < d), przy czym p = d jest
przypadkiem szczegdlnym, w ktérym energia w centrum pasma rozbiega si¢ do nieskoiczonosci.
Ten szczegblny przypadek rozwaz¢ osobno, by pokazaé, ze stany krawedziowe o nieskoiczonych
energiach sa nieistotne w granicy termodynamicznej, gdyz ich wzgledna liczba maleje wraz ze
wzrostem uktadu, zatem ich procentowy udziat w pasmie dazy do zera.

Przedstawiony przez mnie model zostat juz wspomniany w poprzednim rozdziale (zob. réwna-
nie (1.24)). Rézni si¢ on zasadniczo od modelu z catka przeskoku jedynie pomigedzy najblizszymi
sasiadami, nie tylko dlatego, ze kazdy wezet sieci jest potaczony ze wszystkimi pozostatymi, ale
rowniez dlatego, ze zanik calki przeskoku jest wolniejszy niz wyktadniczy. Mozna si¢ zatem
spodziewad, ze przewidywania dotyczace lokalizacji przedstawione w rozdziale 1 nie beda si¢
w pelni stosowaé do tego nowego modelu.

2.2. Pasmo energetyczne

W tym podrozdziale transformuj¢ hamiltonian (2.3) do przestrzeni odwrotnej (przestrzeni
wektora falowego).
Poniewaz badam uktad periodyczny, stany wtasne wektora falowego moge przyjac jako

1 ik-r,
(2.8) k) = \/—Nzale k lay,
gdzie
2.9 k; = Q%n, i=1,..,d, n=—|L/2|, .., |L/2]-1

jest i-ta sktadowa wektora falowego. Pierwsza strefa Brillouina przebiega zatem po' k € [, 7r]d.
Obliczajac elementy macierzowe (k|H|k’) hamiltonianu (2.3) w bazie stanéw (2.8) znajduje

(2.10) H =) Ey [kXk|+ > (0H), kXK.
k k2K
gdzie
ok ra
(2.11) E, = ) TZ#) =G

jest zaleznoScia dyspersyjna energii dla uktadu bez nieporzadku, natomiast
1 ‘ /
(2.12) (0H) e = 5 ; eaez(kfk JER

jest macierza rozpraszania.

"Mozliwy jest tez wybér k € [0, 27]%.
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Aby suma w (2.11) pozostata zbiezna, w granicy termodynamicznej, wyktadnik p powinien
przewyzsza¢ wymiarowos¢ uktadu (i1 > d). Szczegdlny przypadek p = d oznacza, ze w granicy
termodynamicznej, wystgpuje rozbiezna do nieskoniczonosci krawedz pasma (dla k = 0).

2.3. Efektywny nieporzadek

Sredni pozadiagonalny element macierzowy macierzy rozpraszania okresla efektywny nie-
porzadek o.4 odczuwany przez czastke na sieci [6]. Jest on odpowiedzialny za ewentualne
lokalizowanie si¢ stanu wtasnego o zadanej energii. Lokalizacja nastgpuje, gdy efektywny niepo-
rzadek znaczaco przewyzsza separacj¢ poziomow energetycznych (o4 > 6 F). W tym akapicie
wyprowadzam warto$¢ tego efektywnego nieporzadku, jaki odczuwa czastka na sieci. Wariancja
macierzy rozpraszania wynosi

2
1 i(k—k')r
<‘(5/H)kk'|2> :<'N§€a€ (kK)o >
(2.13) :$ Z Eaea/ei(kk’)'(T‘ara/)>

1 . /
:m Z <€a€a/> 6z(kfk )-(rafra/).

Poniewaz energie €, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi pochodzacymi z tego samego roz-
ktadu prawdopodobienstwa,

(2.14) (ene,y =0, 0 =08,,

gdzie o jest wariancja rozktadu energii €,. Zatem Sredni element macierzy rozpraszania wynosi
2 1 2 0'2

(2.15) A6Hwl) = 57 2" =

natomiast odchylenie standardowe macierzy rozpraszania wynosi
o 0
VN L

W nastgpnym podrozdziale pokazuje za [6, 34], ze ze wzgledu na to, iz 0.4 maleje wolniej

(2.16) oot = \/J6H e |*>

niz separacja poziomow energetycznych w Srodku pasma, mozliwa jest delokalizacja centralnych
stanOw energetycznych.

2.4. Przejscie metal-izolator w ukladach niskowymiarowych

W tym podrozdziale przedstawiam argumentacj¢ [6, 34] dowodzaca, ze w pewnym prze-
dziale wyktadnika p mozliwe jest wystgpowanie stanéw zdelokalizowanych nawet w uktadach
niskowymiarowych (1D, 2D) na krawedzi pasma energetycznego.

Relacje dyspersyjne energii, £, na krawedziach pasma oraz w jego centrum sg rézne. Inne
sq zatem takze separacje poziomow energetycznych wzgledem liniowego rozmiaru uktadu L.
Mozna pokazac, co zostalo zauwazone i przeprowadzone w [6, 34], ze w granicy termodyna-
micznej separacja pozioméw energetycznych na krawedzi pasma osiagnie warto$¢ mniejsza niz
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odczuwany przez atomy efektywny nieporzadek. Jesli mianowicie .4 < 0 F stany sa ze soba
stabo sprzgzone, a zatem powinny by¢ zdelokalizowane.
Rozwinigcie pasma energetycznego w Srodku i na krawedzi pasma wyraza si¢ przez [6, 34]

(2.17a) E, ~ E,— Ad(u)]k|“_d, k — 0 (gérna krawedz pasma),
(2.17b) Ei, ~ E. + By(p)|k — %, k — m (dolna krawedz krawedZ pasma),

gdzie A;(n) oraz By(p) sa statymi rzedu jednosci, oraz

(2.18a) Eg=2] ) —o,
a,r, 7/:0‘ Ol|

(2.18b) =2J Z —_—
a,r, #0 O‘|

gdzie I jest d-wymiarowym wektorem, ztozony z samych jedynek. Zgodnie z réwnaniem (2.17)
oraz rOwnaniem (2.9) separacja poziomow energetycznych

(2.19a) SEoc NTH k — 0 (gérna krawedz pasma),
(2.19b) SEx N2 k — 7 (dolna krawedZ pasma).
Efektywny nieporzadek maleje natomiast z rozmiarem uktadu jak o4 ~ N ~42 Oznacza to,

ze separacja stanéw na gornej krawedzi pasma dla 1 < p < 3d/2 maleje wolniej niz efektywny
nieporzadek. Oznacza to, ze jeSli sprzezenie o4 bylo niewielkie, wraz ze wzrostem uktadu
bedzie jeszcze mniejsze, w szczegdlnosci mniejsze niz 6 F. Oznacza to, ze w gérnej granicy
pasma moga wystgpowac stany zdelokalizowane. W badanym modelu wystgpuje zatem przejscie
metal-izolator ze wzglgdu na warto$¢ wyktadnika .

2.5. Pasmo energetyczne w szczegélnym przypadku p = d

A. d = 1. W tym podrozdziale pokazeg, ze dla 1 = d = 1, pomimo iz energia na krawedzi
pasma jest rozbiezna (dazy do nieskoficzonosci), liczba rozbieznych stanéw w granicy termody-
namicznej jest zaniedbywalnie mata. Prowadzone tutaj rozwazania s3 nowatorskim wktadem
niniejszej rozprawy do wiedzy o badanym modelu. W jednym wymiarze N = L oraz r, = «.

ikoc

W tym szczegdlnym przypadku, pasmo energetyczne (w granicy termodynamicznej) ma postaé
- €m>a
B, —29% — = 2%Re
=—2NRe¢ln (1 — eik> —2In ’1 —

2sin <E)
2

=—In(l—gq).

(2.20)

=—2In

Y

gdzie skorzystalem z zaleznosci

2.21) i

a=1

Q |%
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Dla k£ = 0 energia L, rozbiega si¢ do +c0. dla skoficzonego uktadu jednak mozna okresli¢ gérna
granicg energii,

|L/2] I
(2.22) maX—ZZ Tal oc21n( )

co jest stuszne dla dostatecznie duzych uktadéw. Separacje pomigdzy poziomami energetycznymi

k\ 27 k—o0 227
k=ctg (L)X 24T
0 Cg(Q)L kL
dE,

_ g (F)R02
ak |- %\e) T

Dodatkowo warto zauwazy¢, ze z (2.23) wynika, ze w poblizu gérnej krawedzi pasma (k = 0)

obliczam jako
dE),

(2.23) 6F = |

gdzie korzystam z tego, ze

(2.24)

dFE = O(1) dla L — 0. Odlegtosci pomigdzy poziomami energetycznymi nie zmieniajg si¢
zatem z rozmiarem uktadu. Dodatkowo, korzystajac z przyblizonego wyniku w (2.24), wektor
falowy moze by¢ wyrazony przez

(2.25) ko~ e B2
a separacja pozioméw (2.23), jako

4
(2.26) SE = %eEk/Q.

Separacja pomigdzy kolejnymi stanami roSnie w miar¢ wzrostu bezwzglednej wartosci energii.
Chce znalez¢ liczbe standw, dla ktérych separacja poziomow energetycznych jest wigksza od 0.
Sa to stany, ktére moga by¢ zdelokalizowane. W szczegdlnosci naleza do nich stany na krawedzi
pasma. Najpierw rozwazg problem ogdlnie, tj. znajde liczbe standw, dla ktérych separacja energii
jest wigksza od pewnej wartosci 0y (0F > 0F,)). Korzystajac z réwnania (2.26) otrzymujg
warunek na energie,

N
(2.27) E, < —-2n (—5E0) ,
47
natomiast taczac powyzsze réwnanie z rOwnaniem (2.23) otrzymuj¢ warunek na wektor falowy
47
2.28 k< ——, dlak—0.
(2.28) = LoE, O

Wzgledna liczba stanéw (tj. liczba stanéw wzgledem rozmiaru uktadu L) wynosi /7. Korzysta-
jac zatem z (2.28) dostaje wzgledna liczbe stanow, dla ktérych separacja energii jest wigksza
od 6Ey = 05 = o/\/L,

m \/Zo"

W granicy termodynamicznej wzgledna liczba rozbieznych stanéw dazy do zera. Innymi stowy,

(2.29)

procentowy udziat tych stanéw jest znikomy. Dochodzi si¢ zatem do tego, ze stany, ktorych roz-
biezno$¢ wynika z nieograniczonosci uktadu, znikaja w granicy termodynamicznej. Dodatkowo,
stany w poblizu £ = 0, ktore z pewnoScia sa zdelokalizowane, réwniez nie maja znaczenia. Nie
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20 (@) T T 10 o) | 10 (C)“
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_ 1 expl-(E—Fo)/2]
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Rys. 2.1. (a) Pasmo energetyczne dla jednowymiarowego tancucha ze sprzeze-
niami oc1/r". (b) Ggsto$¢ stanéw dla relacji dyspersji przedstawionej w (a). (c)
Gestos¢ stanéw w funkcji energii.

oznacza to jednak, ze pozostale stany pasma sa zlokalizowane. Wyzwaniem pozostaje nadal
znalezienie granicy ruchliwosci dla tego szczeg6lnego przypadku.

Dodatkowo na Rys. 2.1 przedstawiam relacj¢ (2.20) oraz odpowiadajace jej gestosci sta-
néw w funkcji wektora falowego oraz energii. Widoczna jest rozbieznos$¢ energii w k = 0
[Rys. 2.1(a)]. Gestos¢ stanéw w centrum pasma wynosi zero [Rys. 2.1(b)]. Podobnie gestosé
stanéw o zwigkszajacej si¢ energii dazy do zera [Rys. 2.1(¢c)].

B. d = 2. Pasmo w uktadzie dwuwymiarowym ma postaé

Ee= ),

o, r,7#0
(230) eikzm-&-ikyn

eik-ra
7o)

m? + n?’
m,n

m2+n27é0

gdzie oznaczytem r, = (z,,y,) = (m,n) € Z*. Energia dla k = 0 = (0,0) jest rozbiezna
w granicy termodynamicznej,

1 1
)M s Sl M e

m2+n2;&0 m2+n2;é0
(2.31)
o I 1 oo1 0
SEIIEEIE IR Y
| l
I=1m=0 =1 =1
—— —

suma rozbiezna  suma zbiezna

gdzie w ostatnim kroku skorzystatem z tego, ze liczba mozliwych kombinacji, aby suma (m +n)
byta réwna [ wynosi Zlm:O 1 =1+ 1. Mozliwe jest dokonanie oszacowania catkowego, ktére
okresla rozbiezno$¢ Fy,

ik-r
e
(2.32) E, ~ J d2r7,

R*\D
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gdzie catkowanie przebiega po ptaszczyznie R? z wylaczeniem kotowego obszaru D o srodku
w r = 0 o promieniu /2. Catkowania w (2.32) mozna dokonaé po transformacji zmiennych
do uktadu biegunowego,

0 1 2m oo) 1 © J
Ey ~ Jdr; Jdgpeikrcow = Jdr—QﬂJo(kr) =27 f du o)
r u
(2.33) 1/ 0 1/2 k/2

12 2
=27 [3—22F3 (1, 1;2,2,2;—1—6> —Ink—~vy+ 21n2] ,

gdzie J,,(z) jest funkcja Bessela pierwszego rodzaju, , [, (ay, ..., a,y; by, ..., by, 2) jest uogdlniona
funkcja hipergeometryczna, v ~ 0.577 jest stata Eulera-Mascheroniego® Gdy k « 1 pierwszy
czton w (2.33) zanika, natomiast wiodacym cztonem jest — In k, ktéry to wtasnie odpowiedzialny
jest za rozbiezno$¢ krawedzi pasma.

W uktadzie dwuwymiarowym dla p = 2 znajduj¢ zatem zalezno$¢ podobna do (2.25),

k ~ e~ P+ Separacja pozioméw energetycznych,

gdzie dwuwymiarowy gradient po wektorze falowym dany jest przez

.0 0
:uk%ﬁ‘u@@,

gdzie 1; oznaczaja ortogonalne wersory w biegunowym uktadzie wspétrzednych oraz

(2.36) v,

27 27
2. pr— — — .
(2.37) ok ( 7 L)
Ostatecznie
(2.38) 5F = 4’
. - kL .

Podobnie jak w czgsci (A) tego podrozdziatu wyprowadzam liczbe stanéw o separacji energii
wigkszej od pewnego d F,. Liczba takich stanéw wynosi

k vy
2.39 - = —.
2.39) T  OEL
Liczba stanéw o separacji wigkszej niz o4 = o/ LY wynosi
k  Ar
(2.40) - < —,
™ g
natomiast wzgledna liczba takich stanéw,
k  Am
241 R
( ) ™ oL
Nie myli¢ ze stata Eulera e. Stata gamma jest zdefiniowana jako granica,
. S 1 .
(2.34) v = nh_r)rglo (;1 T 1nn> = nh_r)rgc (H, —Ilnn),

gdzie H,, = >, _, kot nazywany jest n-ta liczba harmoniczna.
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1 maleje do zera w granicy termodynamicznej. Zatem w uktadzie dwuwymiarowym dla krytyczne;j
wartoSci wyktadnika © = d = 2, liczba niefizycznych stanéw o nieskonczonej energii dazy
do zera w granicy termodynamicznej.

2.6. Rownanie ruchu

Rozwazania tego i trzech kolejnych podrozdziatéw, tj. (2.7-2.9), zostaty oryginalnie przed-
stawione w pracy Andersona [4] jednak jedynie dla uktadu 3D. Rozszerzam tutaj rozwazania
Andersona réwniez dla uktadéw niskowymiarowych.

W tym podrozdziale rozpoczynam rozwazania nad ewolucja amplitud ¢, (¢) (zob. réwna-
nie (2.4)). Spetniaja one réwnanie Schrodingera

(2.42) i é0(t) = €aCalt) + D Vages(t).
B#a
Podejscie zastosowane przez P. W. Andersona w [4] polega na rekurencyjnym rozwigzaniu réw-
nania (2.42) w dziedzinie zespolonego argumentu s przy zastosowaniu transformaty Laplace’a,
o
(2.43) fa(s) = J e e, (t)dt.

0

Réwnanie (2.42) w dziedzinie transformat Lapalace’a f,(s) przyjmuje postaé

(2.44) i[5fa(8) = Cal0)] = €afals) + 3 Vapfs(s),
a#3

gdzie ¢, (0) oznacza poczatkowa amplitudg a-tego stanu. Problem mozna sformutowac nastgpu-
jaco: jak beda ewoluowaty ¢, (t) lub f,(s), gdy poczatkowo obsadzony bedzie tylko jeden atom
ay = 0. Warunek poczatkowy zadany jest zatem przez ¢, (0) = 0,0.

Réwnanie (2.44) mozna rozwiazaé rekurencyjnie [4]. W tym celu przeksztalca si¢ je do po-
staci

104 1

(2.45) fals) = ——+ > Vs fs(s).

o jrni8 €

Teraz réwnanie (2.45) rozwija si¢ rekurencyjnie wzgledem f;(s). Dla o # 0,

1
(2.46) fals) = is—c. Vaofo(s) + Z is—c. Vapla(s),
B#a,0
natomiast dla o = 0,
1 1
2.47 = V
(2.47) fols) = ~— ot ;) pr—— 06./5(5)

W dalszym ciagu rozwijajac rekurencyjnie rownania (2.46) oraz (2.47) otrzymuje si¢ rozwigzanie
dla o # 0 w terminach fj(s),

1 1 1
(2.48) Jals) = ( Vot 24 s Van ™ BVBO"""') Jo(s),
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natomiast dla o = 0,

fols) = ——+

18 — €
1 VosVao 1 1
+ + > W V, Vio+ .. s).
is — € (Zﬁzis—eﬁ ; Oﬂis—eﬁ 57@'5—67 70 Jo(s)
Sume¢ w nawiasach w powyzszym wyrazeniu oznaczam za [4] jako

(Vos)? VosVs, Vao
(2.50) ZZ,S_G +Z(i8_€ )(237—6 ) + .= V(s).
] B B B g

(2.49)

Réwnanie (2.49) przyjmuje wéwczas postaé
i 1
(2.51) fo(s) = + Ve(s) fo(s)-

iS—GO /l'S—EO

Interesowaé mnie bedzie najpierw asymptotyczna wartosé obsadzenia (|co(o0)|*) méwiaca o tym
jak bardzo rozptynat si¢ poczatkowy stan po catym uktadzie. Nawiasy (. .. ) oznaczaja tu Srednig
po rozkladzie prawdopodobienistwa energii €,. W tym celu skorzystam z relacji prawdziwe;j
dla transformaty Laplace’a,

(2.52) tlim Co(t) = lir% sfa($).

Zbadanie asymptotycznej wartosci V,(0), a nastgpnie f;(0) pozwoli znalez¢ asymptotyczne
obsadzenie zerowego atomu oraz okresli¢, czy w danym uktadzie wystepuje transport. Czasami
wystarczy ograniczy¢ si¢ tylko do pierwszego cztonu w réwnaniu (2.50). Jest to przyblizenie
pierwszego rzedu stuszne w rezimie silnego nieporzadku (tj. duzej szerokosci rozktadu e,
wzgledem max V,,5). Bede nazywat to przyblizenie modelem centralnego atomu. Pomija si¢
przy tym wszystkie sprz¢zenia pomigdzy atomami poza sprzgzeniem z poczatkowo obsadzonym
atomem (o = 0).
Separujac czeS¢ rzeczywista 1 urojona w (2.50) otrzymuje si¢

(2.53) m(s)~2(%5)2< —<p s )

5 sSt+e; s +e

W granicy s — 0 pierwszy czton to druga poprawka do energii w rachunku zaburzen, —AE®,
natomiast drugi czlon przyjmuje postac

Vos)? ;
—i ) (Vop)?0(eg) —is > ( 05) = 1 _isK,
3 Begr0 B T
co daje
(2.54) lim V,(s) ~ ~AE® - Y isK.
5= T

Korzystajac z réwnan (2.51) oraz (2.54) otrzymuj¢ rozwiagzanie rownania ruchu dla centralnego
wezta (2.51),

i
(2.55) fo(s) = s+ K) +i/r— (cg— AE®)’

W nastgpnym podrozdziale znajduj¢ asymptotyczne (f — c0) obsadzenie centralnego wezla.
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2.7. Szczatkowe obsadzenie centralnego wezla

Odwrotna transformata dla f;(s) wyrazonego przez (2.55) jest réwna

I ifeg—AE@Y/A-K) —t/r(1—
(2.56) cot) = e (o AE )/(1 K) ~t/r(1-K)

W przypadku gdy czas zaniku 7 jest skoficzony, stan poczatkowy ¢, (t) bedzie oprézniat si¢ wy-
ktadniczo. Wéwczas w ukladzie zachodzi transport, czastka nie jest zlokalizowana. W przypadku
nieskoniczonego 7 w ukladzie nie zachodzi realny transport, pomimo ze stan poczatkowy roz-
ptywa si¢ nieznacznie po pozostatych weztach, a jego usrednione po nieporzadku asymptotyczne
obsadzenie wynosi

(2.57) {Jeo(o)[?) = <(1+—1K)2>

gdzie K jest miarg rozptynigcia si¢ stanu poprzez wirtualne przeskoki. Wraz ze wzrostem niepo-
rzadku oczekiwane begdzie dazenie 7 do nieskoiczonos$ci. Prawdopodobienstwo skoficzonego
7 jest bowiem odwrotnie proporcjonalne do sity nieporzadku. Przedstawi¢ rozumowanie poka-
zujace, ze dla p > d, obsadzenie stanu bedzie niewiele mniejsze od jedno$ci, tym blizsze, im
wyzszy nieporzadek (skoniczone K, nieskonczone 7). Szczegllny przypadek stanowi i = d,
w ktérym mozliwa jest realna dyfuzja i (wolniejsze niz wyktadnicze) opréznianie si¢ poczatkowo
obsadzonego wezta. Mozliwe jest takze wyznaczenie czasu rozpadu.

W celu okreSlenia dynamiki obsadzenia centralnego wezta znajde rozktad zmiennej losowe;j

~ (Vas)”
(2.58) Im(Ve/s) = X(s) = > 5.
3 S+ 6,8
Korzystajac z (2.58) oraz (2.54) otrzymuje si¢
(2.59) sX(s) =1/ +sK, dlas— 0.

Skoriczone X (0) oznacza skoficzone K = X (0) i nieskonczone 7, a wigc brak realnego trans-
portu w uktadzie. Aby zatem w uktadzie zachodzit transport potrzebne jest nieskoficzone X (0).
Mozliwe jest wtedy wyznaczenie czasu rozpadu, gdyz

i s=_1/7'

(2.60) X(s) = 1.

ST
Oznacza to, ze warto$¢ s, dla ktérej X () jest rzgdu jednosci, mozna traktowaé jako odwrotnosé
czasu rozpadu.

2.8. Metoda Markova-Holtsmarka wyznaczania rozkladu prawdopodobienstwa

Funkcje gestosci rozktadu zmiennej losowej X (s) podat P. W. Anderson w [4]. Nie zostata
ona tam jednak wyprowadzona. Dodatkowo znaleziony przez Andersona rozktad dotyczy jedynie
uktadu tréjwymiarowego i w ogdle nie jest dobrze zdefiniowanym rozktadem, gdyz catka
z funkcji gestosci nie jest unormowana do jednosci. Pomimo jakosSciowej poprawnoSci, nie
posiada zatem poprawnosci iloSciowej. Dlatego korzystajac z komentarza poczynionego przez
Andersona, w jaki sposéb obliczyt rozktad zmiennej X (s), zapoznatem si¢ z literatura, by
samodzielnie wyprowadzi¢ rozktad X (s) dla dowolnej wymiarowosci uktadu oraz poprawic
nieScisto$ci obecne w oryginalnym artykule Andersona [4].
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Rozktad X (s) znajduj¢ metoda Markova [28, 35], korzystajac z modyfikacji Holtsmarka
[36]. Metoda ta stuzy do znajdowania funkcji gestos$ci rozktadu prawdopodobienstwa wieloele-
mentowej sumy zmiennych losowych. Najpierw, formutuj¢ problem w bardziej ogdlnej postaci.
Niech

2.61) X =) Xg(es,75)
B

gdzie kazdy ze sktadnikéw sumy X;(es,75) jest funkcja zmiennej losowej €4 oraz odlegtosci
5 od centralnego wezla (oo = 0). Nie zaktadam tu a priori nic na temat wymiarowosci ukfadu.
Chce znalez¢ prawdopodobienstwo tego, ze

1 1
(2.62) X lezy pomigedzy X — édX alX + §dX :

Niech o3 oznacza wsp6lny rozktad prawdopodobiefistwa zmiennych €5 oraz 75 (w ogdlnosci
atomy moga mie¢ losowe potozenia). Prawdopodobieristwo W(X), ze spetniony jest waru-
nek (2.62), dane jest catka

1
(263) W(X) = V_N f N Jaoal c. UNfldEOd'rodEld’rl N dENfldlr'th

gdzie catkowanie przebiega po obszarze zdefiniowanym w (2.62), V jest objetoscia uktadu,
natomiast V" pehi role czynnika normujacego dla rozktadu potozed. N-ta potega wynika
z N-krotnego catkowania po objetosci w (2.63). Normowanie rozktadu ez nie jest konieczne,
gdyz dobrze okreslony rozklad jest zawsze unormowany do jednosci. Aby scatkowaé (2.63)
rozszerzg¢ granice catkowania do catego przebiegu zmiennosci zmiennych €5 oraz rg. W tym
celu wprowadzam funkcje Dirichleta

0
1 ' ; 1
2.64) H(a,0) = ~ J sin (a€) i e _ a<o<a
T 13 0 w pozostatych przypadkach,
—0
gdzie przyjmuje
1
(2.65) a=5dX oraz §= > Xgs(es.mg) — X

B

co oddaje warunek (2.62). Jako ze « jest mate, mozna przyblizy¢ sin(azx)/z ~ a. Wtedy

(2.66) H(w,6) = i—X J exp [23: <Z X5 — X)] dz.
™ E 3
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Catkujac (2.63) z funkcja Dirichleta H(«, 0), mozna rozciagnaé granice catkowania od —oo

do oo,
dx [
W(X)dX =— f dze "X
2T
—0
1 i) s X
(267) X V_N e 0g01...0N_1€ B BdEod'f‘odEldrl Ce dEN_ld’rN_l
dx [
=5 dze X p(z),
—0o0
gdzie
1 ) s X
(268) QD(.%) = V_N . 0901 ...0N_1€ B Bdﬁodrodﬁldrl Ce dEN_ld'rN_l

jest funkcja charakterystyczng rozktadu WW(.X ). Rozktad W(X) jest transformata Fouriera funk-
cji charakterystycznej ¢(x). Jesli przyjmiemy, ze rozktady o sa takie same, tj. niezalezne od X
oraz przeksztalci si¢ funkcje wyktadnicza sumy w eksponencie na iloczyn funkcji wyktadniczych,
otrzyma si¢

1 % N
(2.69) o(z) = lv JdefdremX(E’T)a(e,r)] :

gdzie X(e,r) = V2(r)/(s* + €%) oraz V(r) = 1/r" jest uciaglona postacia sprzezenia po-
migdzy weztami odlegtymi o r. Zaktadajac regularny rozktad potozen atoméw o (e, ) = o(e)
oraz przechodzac do granicy termodynamiczne;j

(2.70) N —>w, Voo, n= g — const.
otrzymuj¢

(2.71) o(z) = exp (—nC(x)),

gdzie

2.72) Clx) = < f [1 — exp <zx¥2+(722>] dr>

oraz {...) oznacza $rednia po rozktadzie energii e, tj. catke z funkcja gestosci tego rozktadu.
Obliczam C'(z) w d-wymiarowych wspédtrzgdnych biegunowych oraz dla pewnego rozktadu
prawdopodobieristwa energii o funkcji gestosci P(e),

(2.73) O(z) = T P(e)dedgdfrdl {1 — exp (m ?“L)] dr.

S+ €

3Jest to prawda dla niezaleznych zmiennych losowych €, kt6re pochodza z tego samego rozktadu prawdopodo-
bieristwa, podobnie dla losowych 74 jak tez i dla zadanych przez okreslona sie¢ atomowa.
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N = nlyr? jest liczba weztéw mieszczacych si¢ wewnatrz d-wymiarowej kuli o promieniu 7.
Parametr geometryczny (,; zalezy od wymiarowosci uktadu d i wynosi odpowiednio

(2.74) (=2, (=m (3= %7?.

Rozwazac¢ bede najpierw przypadek s = 0, odpowiadajacy asymptotycznym warto$ciom w dzie-
dzinie czasowej (t — o0). Zachowanie si¢ W(X) dla duzego X odpowiada zachowaniu sig¢
C(x) dla niewielkich z. W silnie niejednorodnym uktadzie, (¢) » 1, funkcje wyktadnicza
exp (z’xV2 / 62) mozna rozwinaé w szereg i dokona¢ catkowania po r (pod warunkiem, ze V' (r)
maleje szybciej niz r~%?). Catka ma wtedy cztony rzedu O(z), ktére sa mate. Istotne jest za-
tem znalezienie calki jedynie dla matych e. Dla jednorodnego rozktadu energii € na przedziale

[_W/27 W/Q],

C(x) =% Ir“dri de {1 —exp [SUV;(T)]}
(2.75) %ﬁrV(r)rdldrT du [1 — exp (i/u?)]
-9 H%’

gdzie dokonatem podstawienia u”> = €*/zV?, natomiast (V') = {d¢,V (r)r® " dr jest srednia
(po objetosci) z oddziatywania. Warunkiem catkowalnoS$ci po zmiennej r (w granicy termody-
namicznej) jest, aby V' (r) malato szybciej niz =% (u > d). Na koniec wykonuj¢ transformate
Fouriera (2.67) i znajduje¢ rozktad,

W(X) =% J exp|—ix X ] exp [—277, %%} dz
(2.76) %

el ()]

Powyzszy wzor jest funkcja gestosci rozktadu prawdopodobieristwa zmiennej losowej K wyste-
pujacym we wzorze (2.57) i zostal podany oryginalnie przez Andersona w [4]. Pozwolilem sobie
poprowadzi¢ rozumowanie Andersona dalej 1 obliczy¢ iloSciowe rozptynigcie si¢ obsadzenia
centralnego wezta. Korzystajac z (2.57) otrzymuje

3
<]co(oo)]2> =1- 7 OXP (7p®) erfe (v/7p) p
2.77) o

— 1 exp (7rp2) erfc (\/%p) I

gdzie p = n(V)/W. W rezimie duzego nieporzadku mozemy si¢ ograniczy¢ do cztonéw
liniowych w p oraz przyjac exp (7rp2) erfc (/7p) ~ 1. Wtedy
3mn V)

(2.78) {eg(o0)*) ~ 1 — 5T
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jest obsadzeniem centralnego wezta spowodowanym przez wirtualne przeskoki do pozostatych
wezléw sieci. Wzor ten jest stuszny jedynie w rezimie silnego nieporzadku (V')/WW « 1. Szczat-
kowe obsadzenie poczatkowo pobudzonego wezla jest tylko nieznacznie odchylone od jednosci.
W dalszej czgSci rozprawy znajduje czasowa ewolucje pozostatych weztow.

2.9. Szczegdlny przypadek ;1 = d

Otrzymana w poprzednim podrozdziale gestos¢ W(X) wrazona wzorem (2.76) nie jest
stuszna w przypadku p = d. Caltka po objetosci w (2.73) dla s = 0 staje si¢ rozbiezna. Aby
zatem rozwazy¢ szczegllny przypadek ;1 = d nalezy pozostawié s # 0. Wéwczas, mozliwym
staje si¢ catkowanie po objetosci w (2.73) podstawiajac za V' (r) = A/ r, Tym razem catkuje
najpierw po objetosci, a nastgpnie po rozkladzie prawdopodobienistwa energii,

- T P<e>de<dfd[rd1 {1 - [%1 }

. T 2Cd .11 K
=G\ de - Sy s (2)

gdzie przy catkowaniu po energiach ponownie zatozytem symetryczny jednostajny rozktad

(2.79)

energii o szerokosci W' [e, € U(—W /2, W /2)]. Ponownie wykonujac transformate Fouriera
(2.67) otrzymuj¢

2
n(yAsinh ™ (%) nCyAsinh ™ (%) 1
(2.80) W(X) = el exp | -7 W e
Warto$¢ najbardziej prawdopodobna (modalna) wynosi
o | n¢ya sin™* (%) ’ 21 | nCza In (W) ’
(2.81) [X(8)mp = & ~ — |
3 w 3 w

gdzie dokonano przyblizenia sinh ™' (z) ~ In(2z) dla + — o0. Gdy s — 0 warto$¢ modalna
rozktadu W(X) rozbiega si¢ (jak In* s) do nieskoficzonosci. W takim przypadku korzystajac
z réwnania (2.60) mozna oszacowac Sredni czas rozpadu,

1 [3 W
(2.82) T:Wexp< %n(dA)'

Czas rozpadu rosnie z sila nieporzadku W i maleje z gestoScig weztéw n. W tym miejscu

warto zwréci¢ uwage, ze jedynym istotnym parametrem modelu jest 1 /n. Dla ustalonej statej
sieciowej jedynym parametrem modelu jest sita nieporzadku.

4Przyjmujac J w hamiltonianie (2.3) jako catkowita skal¢ energii, stata A = 1.
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2.10. Przyblizone rozwiazanie analityczne wykorzystujace model centralnego atomu

W tym podrozdziale prezentuj¢ przyblizone podejscie analityczne do rozwazanego problemu,
ktore jest dostgpne przy uzyciu modelu centralnego atomu w rezimie silnego nieporzadku. Znaj-
duje nieuSrednione obsadzenie poszczegdlnych weztow w funkcji czasu. USrednianie wynikow
po okreslonym rozktadzie energii {¢,} zostanie przedstawione w podrozdziale 2.12. Wynik
zalezny jest nieznacznie od przyjetego rozktadu, natomiast wyprowadzony tutaj wzor pozwoli
wyznaczy¢ obsadzenia dla dowolnego dobrze okreSlonego rozktadu energii €,. Dodatkowo
w nastepnym podrozdziale pokaze, ze otrzymany tu wynik mozna otrzyma¢ w modelu jeszcze
bardziej uproszczonym, tj. rozwazajac uktad jedynie dwdch atomoéw, pierwszego, ktory zostaje
poczatkowo obsadzony i drugiego, do ktérego odbywa si¢ dyfuzja na zadana odlegtos¢ r. Wyniki
prezentowane w tym oraz w dwdéch nastgpnych podrozdziatach sg oryginalne i zostaly opubliko-
wane czgSciowo w [5] a czgSciowo w [23], z czego podejscie zastosowane w tym podrozdziale
opublikowano w [5].

W modelu centralnego atomu pozostaje tylko pierwszy czton w réwnaniu (2.48), natomiast
w rownaniu (2.49) pozostaje jedynie pierwszy czlon i pierwsza suma. Otrzymuje si¢ zatem
rozwiazanie

iVao H/#O,B;éa (is - Eﬁ)
H/B (z’s - 65) - Zﬁ;&o Hy#ﬁ,#o VosVso (z’s - Gw)

(2.83) Jfals) =

Uzywajac wzoru Mellin’a na odwrotna transformate Laplace’a,

y+iT
1 : st
(2.84) co(t) = 50 %1_130 e” fo(s)ds,
y—iT'
znajduje rozwiazanie w dziedzinie czasowej, catkujac z wykorzystaniem twierdzenia o residuach

1 otrzymujac
(2.85) Calt) = Y bl e 0!,

gdzie z,, = is,, oraz s,, sa biegunami funkcji analitycznej zadanej wzorem (2.83). Wszystkie z,,
musza by¢ rzeczywiste. Dodatkowo

VaO 5 (1)_% (zn - 65)
(2.86) b9 = 21iRes, f.(2) = 7p7a ,
" 61;[ (Zn - Zﬁ)

gdzie Res, f,(z) oznacza residuum f,(z) w punkcie z,. Jak dtugo sprzezenie jest mate w po-
rOwnaniu z sita nieporzadku, pierwiastki mianownika (energie wtasne) we wzorze (2.83) leza
blisko energii ¢, w poréwnaniu z typowa odleglo$cia pomigdzy tymi pierwiastkami. Dlatego
mozna powiazac kazdy biegun z najblizsza mu energia €,, wyréwna¢ numerowanie energii
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wilasnych 1 zatozy¢, ze ?%ZZ ~ 1, gdy n # (. Uzywajac tego przyblizenia otrzymuje

P
vaO

20 T R

, n=0,n# a,

bgla) AR VQ/O
“n T 20

, n=a#0,

0, w pozostalych przypadkach.

\

Zatem amplituda c, () przyjmuje postaé

Calt) = b e 4 peT !
_ e*izot VaO <1 o efi(zofza)t) ,

20— Ra
co daje obsadzenie wezta o numerze « postaci

osin® (62,t/2)
(624/2)°

gdzie 0z, = z; — 2, jest odlegtoscia pozioméw energetycznych pomigdzy atomem na zadanym

(2.87) lca(t)]* = [Vaol

wezlem « a poczatkowo obsadzonym atomem. Dla duzych dz,, bieguny sa tylko nieznacznie
przesunigte wzgledem poczatkowych energii, dlatego gestos¢ rozktadu prawdopodobienistwa jest
bliska rozktadowi separacji diagonalnych energii f.,(d¢) (tutaj co odnosi si¢ do nieskoriczonej
odlegtosci pomigdzy wezlami, skad bierze si¢ zerowe sprzg¢zenie). Rozktad gestoSci prawdo-
podobienstwa f, (u) jest rozktadem réznicy dwéch zmiennych losowych pochodzacych z tego
samego rozktadu. Zaktadajac jednostajny rozktad energii €, € U(—W /2, W /2),

W — [u]

(2.88) Jfo(u) = o

ue [_W W]7
jest funkcja tréjkatng o wysokosci 1/W i szerokosci 2W. W przypadku gdy ¢, € N (0,0),
rozklad f, (u) réwniez jest rozktadem normalnym, z tym ze z odchyleniem standardowym +/2c,

(2 89) f (u) — ;e—u2/40-2

' * 2\/mo '
Natomiast dla 6z, ~ V,, gesto$¢ zmiennej losowej musi odzwierciedlaé odpychanie si¢ po-
ziomOw energetycznych. Posta¢ gestoSci rozktadu mozna znalez¢ przez zauwazenie, ze para

wezlow odlegtych o r o separacji energii ¢ > 0 oraz potaczonych przez sprzg¢zenie o sile V,

daje wktad do dwoch biegunéw odseparowanych o 6z = 4/ (56)2 + 4V?. Stad, mozna otrzymaé
dystrybuantg

u” =4V,

(2.90) P(0<dz<u)= folz)dz, |u| > 2V,

o%
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oraz odpowiadajacy jej rozktad gestosci prawdopodobieristwa,

Vo) R LS
2.91) fo(u) = Fotve )m >

0, jul < 2V,

gdzie V, odpowiada sprzezeniu z atomem odlegtym o r od atomu zerowego. Powyzszy rozktad
odpowiada rozktadowi f, (u), ale majacemu przerwg wokét zera o szerokosci 4V, i rozbieznemu
w u = £2V,. Obsadzenie wezla odleglego o 7 od centrum ma zatem postaé

sin® (ut/2)
(u/2)?

i jest rowne dla wszystkich weztéw odleglych o r niezaleznie od wymiarowosci uktadu. W pod-

2.92) G OF = V2 [ dusw

rozdziale 2.12 wykonam powyzsza calke dla rozkladu jednostajnego oraz normalnego energii
znajdujac ewolucje obsadzen.

2.11. Model dwoch atomow

W tym podrozdziale pokazuje¢, ze wzor (2.92) mozna otrzymaé w bardziej bezposredni
sposOb, rozwazajac uktad ztozony jedynie z dwéch atoméw (model dwéch atomow). Wyniki
tego podrozdziatlu zostaty opublikowane w [23].

Skoro w silnie niejednorodnym ukladzie istotne sa jedynie przeskoki pierwszego rzedu,
na dany przeskok nie powinny mie¢ wptywu pozostale atomy. Rozwazam zatem uktad dwéch
atomow odlegtych o r. Jeden z nich jest poczatkowo obsadzony, natomiast drugi jest pusty.
Hamiltonian odpowiadajacy temu uktadowi ma postaé

1 1 (—de 2V,
2. H = - I+ - "
(2.93) (60 + 256) + 5 (2% 56) ,

gdzie energie na weztach wynosza odpowiednio €, oraz €, = ¢, + d¢, [ jest macierza jednost-
kowa o wymiarze 2 x 2, natomiast V,, = 1/r", podobnie jak w poprzednim podrozdziale, jest
oddziatywaniem ze spinem odleglym o r. Hamiltonian daje si¢ zdiagonalizowa¢ analitycznie
w prosty sposob. Wartosci wasne F, oraz wektory wtasne |+) dane sa wzorami

1. 1
. = —0€ + —
(2.94) Ef =€ + 2(56_ QQ’
sin (0/2) cos (0/2)
2.95 — )=
(295) I+ <cos (9/2))’ = <—sm 9/2))
gdzie
(2.96) Q =1/ (6e)* + 4V, e = Qcosf oraz 2V, = Qsin.

Czasowa ewolucja amplitudy prawdopodobieristwa dla odleglego spinu dana jest wzorem

(2.97) ¢, (t) = () = (rle™™|0) = ) {rfn) (nf0) e,
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t <t to <t<ty t1 <t

(a) (b) 1 (©) ?

L h(Q) h(Q) h(Q)

fr () £ (©) \

Q Q

/

Rys. 2.2. Schematyczny rysunek funkcji gestosci prawdopodobienstwa f, dla roz-
ktadu normalnego energii (taka sama czerwona linia na wszystkich wykresach)
oraz funkcja h(u) (niebieska linia) odpowiadajaca trzem fazom propagacji: (a)
kwadratowej w czasie, (b) liniowej w czasie i (¢) wysycenia. Zrédlo: adaptacja
rysunku z pracy [5].

Laczac réwnania (2.94-2.97) otrzymuje si¢ wzor (2.87)

.2
/ 2 _ 2807 (0t/2)

Srednia po realizacjach nieporzadku liczy si¢ poprzez wycatkowanie z funkcja foo(0€), czyli
gestoscia rozktadu prawdopodobieristwa zmiennej losowe;j de,

(2.98) e, (b)) = V2 J d (de) foo(fSe)SirEQ[gS;;;f]-

Teraz, dokonujac zmiany zmiennej catkowania z de na €2 (zob. réwnanie (2.96)) otrzymuje si¢

réwnanie (2.92),

0

2.92) oy =2 [ aoso) G2

(Q/2)°

gdzie

(2.99) () = fo (x/ﬂ2 - 4Vf) \/%M

mozna traktowaé jak funkcje gestosci rozktadu prawdopodobienistwa zmiennej €2 dla spinéw
odlegtych o r od centrum (por. réwnanie (2.91)). W rezimie silnego nieporzadku i/lub duzych
odlegtosci r, funkcja f,.(€2) dazy do f.,(d¢€). Otrzymany tutaj wzor na obsadzenie weztéw jest
tozsamy z wynikiem poprzedniego podrozdziatu. W nastgpnym rozdziale obliczam catke po
rozktadzie energii, znajdujac ewolucje obsadzen.
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t <ty to<t<ty 1 <t

(b)’ ()

Rys. 2.3. Schematyczny rysunek funkcji gestosci prawdopodobienistwa f, dla
jednorodnego rozktadu energii (taka sama czerwona linia na wszystkich wykre-
sach) oraz funkcja 1 (€2) (niebieska linia) odpowiadajaca trzem fazom propagacji:
(a) kwadratowej w czasie, (b) liniowej w czasie i (c) wysycenia. Zrddto: adaptacja
rysunku z pracy [23].

2.12. Trojfazowa ewolucja obsadzen

W tym podrozdziale znajduj¢ ewolucje czasowa obsadzenia na danym wezle. Wyniki za-
prezentowane tutaj sa kompilacja wynikéw opublikowanych przeze mnie w [5, 23]. Pokazuje,
ze wzrost obsadzen nastgpuje w trzech nastgpujacych po sobie fazach. Najpierw obsadzenie
roS$nie z kwadratem czasu. Nastgpnie, w okreslonej chwili czasu, nastgpuje przejscie do za-
leznoSci liniowej w czasie. Ostatecznie nastgpuje wysycenie (saturacja). Dynamike obsadzen
znajduje sig, liczac catke (2.92). Dla otrzymania konkretnego wyniku konieczne bedzie tu-
taj przyjecie pewnego rozktadu prawdopodobienstwa energii. Najpierw staram si¢ zachowac
0gdblna postaé wynikow, tj. niezalezna od konkretnej funkcji ggstosci. Na koniec podstawiam
do ogdlnych wzoréw konkretne postaci funkcji gestosci rozktadu.

Dla bardzo krétkich czaséw funkcja h(u) = sin® (ut/2) /(u/2)* wystepujaca w (2.92) moze
by¢ przyblizona przez h(u) ~ t* (pierwszy rzad rozwinigcia w szereg Taylora; zob. Rys. 2.2(a)
lub 2.3(a)). Catka po rozktadzie prawdopodobienistwa rowna jest jednosci i otrzymuje si¢

2

t
(2.100) {e,)) = = dlat <t
T

Kwadratowy wzrost obsadzenia w czasie nie zalezy od wystgpowania nieporzadku w uktadzie
i stanowi fundamentalna wtasnos¢ uktadéw ze sprzezeniem oc 1/r", ktéra mozna otrzymac z
krétkoczasowego rachunku zaburzen (zob. np. [37]).

Nastepnie, dla Srednich czaséw, t, < t < t, funkcja h(u) zweza si¢ dazac do nieunormowa-
nej delty Diraca o polu powierzchni 27t, ale jest wciaz na tyle szeroka, ze przerwa w Srodku
rozktadu f,(u) jej nie obejmuje (zob. Rys. 2.3(b) lub Rys. 2.2(b)). Doktadniej méwiac szerokos$¢
h(u) maleje jak 1/t. Czas potrzebny, aby wierzchotek h(u) znalazt si¢ wewnatrz szczeliny jest
proporcjonalny do 1/V, (szerokosci szczeliny). Z kolei szerokosé rozktadu f,.(u) jest duza. Zatem
h(u) pokrywa waski obszar wokét jeszcze wezszej luki f,(u) przy wierzchotku funkcji rozktadu



2.12. Tréjfazowa ewolucja obsadzen 47

f(0). Catka po zmiennej u jest w przyblizeniu réwna powierzchni pod h(u) pomnozonego
przez wysokos¢ wierzchotka f, (0) réwnanie (2.92) przyjmuje postac

2
(2.101) e ()2 = V2 f Foo(w)2mtd (u) = %ﬂ“t dla ty <t <t
r
Poniewaz obsadzenie jest ciagla funkcja czasu, mozna znaleZ¢ czas przejScia pomigdzy pierwsza
a drugg faza ruchu,
(2.102) ty =27 f,(0).

Jest on taki sam dla wszystkich wezidéw (tj. niezalezny od odlegtos$ci wezta od centrum).

Ostatecznie, gdy funkcja h(u) staje si¢ na tyle waska, jej wierzchotek wchodzi w obszar
przerwy znajdujacej si¢ w Srodku rozktadu f,(u) (zob. Rys. 2.3(c) lub Rys. 2.3(c)). Szybko-
zmienny, oscylujacy charakter licznika w h(u) mozna wtedy usrednié (sin®(z) = 1/2) i przyjaé
h(Q) ~ (1/2) - (Q/2) 7, co daje

1/2
/2)?

o172 r [ 2 412 u 1/2
=2V Jfoo< U 4%) m(u/2>2du

2V,

Qe ()2 2v2jf< 0
2V,

(2.103)

Jakkolwiek mozliwe jest obliczenie powyzszej catki doktadnie dla zadanego rozktadu, umiesz-
czam je w Dodatku B. Teraz ograniczam si¢ do podania rozwiazania przyblizonego. Po zamianie
zmiennych 2 = u® — 4V? otrzymuje sie

fool@
2.104 c = 4v2f
2104 ety = v [ LA
Skoro rozktad f, (x) jest szeroki mozna przyblizy¢ go jego wartoscia w x = 0. Otrzymuje si¢
wtedy
(2.105) er(B)P = 2V, £ (0) arcte o7 ~ 2V £ (0)5
2‘/;. T=Ty—00 2

W szczegdlnych przypadkach rozktad f,,(z) moze by¢ obcigty od pewnego x = x (np. rozktad
jednostajny), jednak gérna granica catkowania bedzie zawsze rzgdu odchylenia standardowego,
ktére w rezimie silnego nieporzadku jest zawsze duzo wigksze od V,, zatem przyblizenie
w réwnaniu (2.105) jest stuszne. Kolejny raz, zadajac ciagtosci obsadzenia w czasie, dostaje si¢
drugi czas przejscia,

(2.106) o= —.

Powyzsze wyprowadzenia wykazaly potrdjna dynamike korelacji. W zaleznosci od tego,
jak rozdystrybuowane s energie na we¢Zle, dynamiki beda si¢ rézni¢, réznica ta jednak jest
tylko iloSciowa, nie za$ jakoSciowa. Rozwiazania dla dwéch wybranych rozkladéw energii
(jednostajnego i normalnego) podane sa w Tabeli 2.1. Wzory (2.100), (2.101) oraz (2.105)) sa



48 2. Model Andersona z catka przeskoku malejaca potggowo z odlegltoscia

jednak poprawne dla dowolnie dobrze okres§lonego symetrycznego rozktadu o duzym odchyleniu
standardowym.

eeU (-W/2,W/2) | ee N (0,0)
2 2
I faza TTM rT”
27 LS
o il Aall
|74 o
II faza erz \/?
Wt or
P o
t _ _
! 2 2
T NG
111 f;
aza Wkt 20t

Tablica 2.1. Obsadzenie (|c,|*) w kazdej z faz ruchu oraz czasy przejscia to, t,
pomigdzy fazami dla dwoch rozktadéw prawdopodobieristwa energii na wezle,
symetrycznego jednorodnego rozktadu U (—W /2, W /2) o szerokosci W oraz sy-
metrycznego rozktadu normalnego N (0, o) o odchyleniu standardowym o.

2.13. Granice stosowalnosci modelu centralnego atomu

Jak dtugo nieporzadek pozostaje silny stuszne jest stosowanie przyblizenie pierwszego rzgdu
w locator expansion (zob. rOwnania (2.48) oraz (2.49)), ktére nazwalem przyblizeniem central-
nego atomu. W tym ostatnim podrozdziale rozwazam granice stosowalnos$ci tego przyblizenia.
Model centralnego atomu przestaje by¢ stuszny, gdy istotne staja si¢ przeskoki pomigdzy weztami
wyzszych rzedoéw, co jest rownowazne z uwzglednieniem kolejnych cztonéw w réwnaniach
(2.48) i (2.49). Podczas gdy pierwszy wyraz w (2.49) jest proporcjonalny do V,, /7, drugi czton
jest rzedu

Vos Vi
(2.107) P
3 g
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gdzie o jest miara nieporzadku energii €,, ktéra moze by¢ odchylenie standardowe rozktadu
prawdopodobieristwa albo szerokos$¢ potéwkowa rozktadu o nieokreslonym odchyleniu standar-
dowym’. Gdy powyzsze wyrazenie staje si¢ poréwnywalne z V,,;/& model centralnego atomu
nie jest juz stuszny. Mozna okresli¢ graniczng wartoS¢ nieporzadku dla okreslonego o oraz
1, gdy to nastgpuje. OczywiScie granica ta nie jest ostra, a odchylenie od wynikéw modelu
centralnego zwigksza si¢ w sposob ciagly wraz z malejacym nieporzadkiem (zob. podrozdziat
4.6). Przyktadowo dla uktadu jednowymiarowego o N = 501 wezlach, jednostkowej statej
sieciowej oraz dla e € U(—W /2,W /2), & = W /+/121i u = 1 przy transporcie z poczatku do
konca tancucha wyrazy drugiego rzedu (2.107) zréwnuja si¢ z czlonami pierwszego rzgdu dla
W ~ 47.05. Natomiast dla ;1 = 2 krytyczna wartos$¢ nieporzadku wynosi W ~ 11.57. Pokazuje
to, ze model centralnego atomu pozostaje stuszny w uktadzie o stabszym nieporzadku dla wyz-
szych wartosci i czyli w stabiej sprzezonym uktadzie. Model centralnego atomu zatamuje si¢
rowniez dla bardzo duzych uktadéw. Aby to pokazac¢, mozna zastosowac przyblizenie catkowe
wyrazenia (2.107) przyktadowo dla 1 = 1,

L 1

d—1

(2.109) = J d¢,r mdr
gdzie rozwazam transport od centralnego wezta do granic d-wymiarowego uktadu. Dlad = 11
d = 2 powyzsza catka przyjmuje odpowiednio postaci
éw oraz %—Z In(R—1).
o R o
Oznacza to, ze gdy 4In(R—1) ~ g dlad = 1 1lub 2rRIn(R—1) ~ 7 dlad = 2 wyraz
drugiego rz¢du zréwnuja si¢ z pierwszym czlonem w rozwinigciu (2.48). Nastapi to w przypadku

(2.110)

mniejszego liniowego rozmiaru uktadu w uktadzie dwuwymiarowym. Zatamanie si¢ modelu
centralnego atomu dla rosnacego rozmiaru uktadu widoczne jest rowniez w zatozeniach poczy-
nionych w podrozdziale 2.10, mianowicie, ze odleglo$¢ biegunéw z, end energii €, jest mata
wzgledem separacji poziomdéw energetycznych. Jak to jednak zostato pokazane w podrozdziale
2.4 separacja poziomOw energetycznych maleje wraz ze wzrostem rozmiaru uktadu i dla pewne;j
jego wartosci staje si¢ poréwnywalne z |z, — €,|, skad wyprowadzenia korzystajace z modelu
centralnego atomu w podrozdziale 2.10 przestaja by¢ stuszne.

SRozktadem o dobrze okreslonym odchyleniu standardowym jest U (—W /2, W /2) lub A (i1, o), ale nie jest
nim rozktad Cauchy’ego zadany przez funkcj¢ gestosci prawdopodobienistwa
1 r
Cor (x —x0)? +T2/4°

gdyz nie posiada dobrze okreslonego odchylenia standardowego. Niemniej jednak, jako miarg wielkosci nieporzadku

(2.108) f(x;20,T)

mozna przyjac szeroko$¢ potéwkowa rozktadu I' zamiast odchylenia standardowego we wzorze (2.107).






ROZDZIAt 3

Dyfuzja czastki w ukladzie z nieporzadkiem i sprzezeniami dalekiego
zasiegu

W tym rozdziale Sledzg dyfuzje czastki opisywanej modelem przedstawionym w rozdziale 2.
Dynamike dyfuzji okresla §rednie przemieszczenie kwadratowe'. Wyniki, ktére przedstawiam
w tym rozdziale, zostaly czgSciowo opublikowane w [5].

3.1. Opis badanego ukladu i uzywanego modelu

Opisany w tym podrozdziale uktad fizyczny oraz model tylko nieznacznie réznia si¢ od
uktadu i modelu prowadzonego w poprzednim rozdziale. Badam d-wymiarowy uktad ztozony
z N weztéw rozmieszczonych na sieci regularnej, ograniczonych d-wymiarowa sferg o promie-
niu R. Symulacje numeryczne dotycza jednak wylacznie uktadu jedno- i dwuwymiarowego.
W uktadzie dwuwymiarowym rozwazam kolisty obszar sieci o promieniu 12, natomiast w przy-
padku jednowymiarowym rozwazam taincuch réwnoodlegtych weztéw o diugosci 2R. Oba
przypadki sg zilustrowane na Rys. 3.1. Odlegto$¢ pomigdzy weztami jest stata, dlatego liczba
weztow jest zwigzana z bezwymiarowym promieniem calego uktadu (mierzonym w statych
sieciowych). Liczba weztéw rosnie wraz z obszarem uktadu, N = Cde. Liniowy wymiar uktadu
jest rowny 2R. (; jest parametrem zaleznym od wymiarowosci uktadu (zob. rownanie (2.74)).
Uktad opisywany jest hamiltonianem (2.3),

2.3) H=J (Z €q |aXal + ZVQB |a><6|> :
a af

gdzie |«) reprezentuje stan zlokalizowany na weZle «v. Skala energii zadana jest przez stata J,
Je, jest warto$cig energii na danym wezle. Fizyczna interpretacja energii na wezle jest niejedno-
znaczna. W zaleznosci od realnego uktadu fizycznego, ktéry opisuje hamiltonian (2.3") moze
to by¢ przyktadowo potencjat elektryczny/magnetyczny dziatajacy na atom/spin na wezle lub,
w przypadku gdy rozwazana czastka poruszajaca si¢ na sieci jest kwaziczastka wzbudzenia, ener-
gia Je, oznacza fundamentalng energi¢ wzbudzenia ,,atomu” na wezle « (zob. rozdziat 5). JV,, 5
jest sprzgzeniem pomigdzy weztem o i 8 prowadzacym do przeskoku czastki pomigdzy weztami
(tzw. calka przeskoku). Bezwymiarowe energie €, (w jednostkach statej .J) sa nieskorelowanymi
zmiennymi losowymi. W symulacjach numerycznych przyjatem, ze energie pochodza z roz-
ktadu normalnego o zerowej wartosci oczekiwanej i odchyleniu standardowym o, €, € N'(0, o).
W podrozdziale dotyczacym rozwiazania analitycznego podaje rowniez rozwiazanie dla rozktadu
jednostajnego energii € € U (—W /2,W /2). Sprzgzenie V,, 5 ma charakter dalekozasiggowy i jest

1Ang. mean square displacement (MSD)
51
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Rys. 3.1. Schematyczne przedstawienie badanego uktadu: (a) Jednowymiarowy
taiicuch spinéw (otwarte warunki brzegowe); (b) Dwuwymiarowy uktad atoméw
na sieci regularnej ograniczony obszarem kotowym o promieniu R.

odwrotnie proporcjonalne do odlegtosci pomigdzy danymi weztami,

1
—— dlaa# 8,
3.1) Vg =13 o — 74l
0, dlaa = 3,

gdzie 7, jest bezwymiarowa wspStrzedna wezta o (w jednostkach stafej sieciowej). Srodkowy
wezet odpowiada r = 0. Sprzezenie (3.1) jest szczegdlnym przypadkiem rozwazanego przeze
mnie w poprzednim rozdziale sprzgzenia 1/, z tym ze dla = 1. W tym rozdziale zaczynam
od prezentacji wynikéw dla ¢ = 1. W ostatnim podrozdziale rozszerzam rozwazania dla uktadu
z i > 1. Taka forma prezentacji bierze si¢ z opublikowania przeze mnie w [5] wynikéw jedynie
dlap = 1.

Poczatkowo wytacznie centralny wezet jest obsadzony. Zlokalizowana na centralnym wezZle
czastka kwantowa bgdzie nastgpnie dyfundowata na pozostate wezlty. Aby zbadac jakoSciowo
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i ilosciowo te dyfuzje, uzywam sredniego przemieszczenia kwadratowego, zdefiniowanego jako?

(3.2) () = <Z Tica(t)\2>>

gdzie (... ) oznacza Srednig po zespole statystycznym, w ktérym usredniam po N, realizacjach
diagonalnego nieporzadku.

3.2. Wyniki symulacji numerycznych

W tym podrozdziale prezentuj¢ wyniki numerycznych symulacji dla modelu opisanego
w podrozdziale 3.1 w ukladzie jedno- i dwuwymiarowym.

A. Metody. Ewolucje amplitud ¢, (t) znajduj¢ przy pomocy doktadnej diagonalizacji ha-
miltonianu (2.3") (por. réwnanie (2.97) oraz zob. Dodatek A),

(3.3) Calt) = exp(—iE,t) {a|n) (n|ag)
gdzie |n) sa stanami wlasnymi hamiltonianu o energiach wtasnych F,,, natomiast oy = 0
odpowiada centralnemu wezlowi. Przez obliczenie stanéw i wartoSci wlasnych hamiltonianu
znajduje ewolucje uktadu. Mogg tez obliczyC Srednie przemieszczenie kwadratowe. Dla kazde;j
z N, realizacji nieporzadku dokonuj¢ diagonalizacji hamiltonianu. Nastgpnie wykonuje zwykta
Srednig arytmetyczng po wszystkich realizacjach.

W symulacji wystgpuja dwa istotne parametry — liczba weztéw N oraz wielko$¢ niepo-
rzadku mierzona odchyleniem standardowym o losowych energii €,. Badam charakter dyfuzji
w zalezno$ci od tych dwoch parametrow.

B. Potréjna dynamika dyfuzji. Srednie przemieszczenie kwadratowe od centralnego wezta
jest przedstawione na Rys. 3.2 dla r6znych rozmiaréw uktadu i wielkoSci nieporzadku. Dostrzec
mozna trzy nastgpujace po sobie fazy transportu wzbudzenia. Najpierw transport ma charakter
balistyczny ze stala predkoscia v,

(3.4) (FP(t)y =v*t* dla 0 <t<t,.

Predkos¢ ta zalezy od rozmiaru uktadu (zob. Rys. 3.2(a,b), ale nie zalezy od nieporzadku
(zob. Rys. 3.2(c,d)).

W pewnej chwili czasu ¢, dyfuzja balistyczna przechodzi w dyfuzj¢ normalng ze stala
dyfuzji D,

(3.5) (r*(t)) =Dt dla t, <t <t.
2Og(’)lnie mozna definiowaé v-ty moment odlegtosci jako

(1) = <Z TZICa(t)I2> ~

Wg powyzszej definicji Srednie przemieszczenie kwadratowe jest drugim (v = 2) momentem.
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Rys. 3.2. Srednie przemieszczenie kwadratowe wzbudzenia od centralnego wezta
w funkcji czasu: (a,b) Dla r6znych rozmiaréw uktadu i1 tego samego nieporzadku
o = 1000; (c,d) Dla roznej sity nieporzadku 1 tego samego rozmiaru uktadu.
Panele (a,c) odpowiadaja dyfuzji w uktadzie jednowymiarowym, natomiast (b,d)
odpowiadaja dyfuzji w uktadzie dwuwymiarowym. Kropkowane linie pokazuja
wyniki z symulacji korzystajacych z ,,modelu centralnego atomu”. Zrédto: adapta-
cja rysunku z pracy [5].

Wyniki symulacji pokazuja, ze wspotczynnik dyfuzji D roSnie razem z rozmiarem uktadu
(zob. Rys. 3.2(a,b)), ale maleje ze wzrostem nieporzadku (zob. Rys. 3.2(c,d)). Z warunku
ciaggltosci otrzymuje si¢ czas przejScia pomigdzy powyzszymi fazami,

(3.6) to = D/v°.

Wartos¢ t, jest niezalezna od rozmiaru ukladu, ale maleje ze wzrostem nieporzadku (zob.
Rys. 3.3(c,d) oraz Rys. 3.4(c,d)).
Ostatecznie w pewnej chwili czasu ¢, ewolucja ustaje na okre§lonym poziomie wysycenia,

(3.7) () =12y, dla t >t

Oczywiscie zakres dyfuzji musi by¢ ograniczony w ukladzie o skoficzonym rozmiarze. Jakkol-
wiek na Rys. 3.2 warto$¢ saturacji ros$nie z liczba wezidw, ale zawsze jest duzo ponizej kwadratu
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Rys. 3.3. Parametry dynamiczne w funkcji rozmiaru uktadu. (a,b) predkosci
i fazy [ruch balistyczny] (czerwone kota, lewa oS) oraz wspdétczynnik dyfuzji
drugiej fazy ruchu (niebieskie kwadraty, prawa o). (c,d) Czas przejsScia pomigdzy
pierwsza a druga faza. Przerywanymi liniami zaznaczono formuty analityczne
otrzymane z modelu centralnego.

Zrédlo: [5].

promienia uktadu i maleje ze wzrostem nieporzadku. Drugi czas przejscia, ¢, znajduje si¢ przez
warunek ciagtosci,

(3.8) ty = 12/ D.

C. Parametry dynamiczne. Aby zbadaé zalezno$é¢ wielkosci dynamicznych v, D oraz r2,,
znalaztem ewolucj¢ dla wielu ré6znych wartosci N i ¢ a nastgpnie dopasowywatem funkcje
potegowe dla odpowiadajacych im przedziatéw czasu, odpowiednio jak w (3.4), (3.5) i (3.7).
ZaleznoSci wielkoSci dynamicznych od N 1 o sa funkcjami potegowymi (proste linie w skali
podwdjnie logarytmicznej) o wyktadniku bliskim liczbie catkowitej lub wymierne;.

(1). Predkos¢ balistyczna i wspotczynnik dyfuzji. Zalezno$¢ od rozmiaru uktadu dla predko-
Sci balistycznej i wspdtczynnika dyfuzji jest pokazana na Rys. 3.3(a, b). Dla jednowymiarowego
fancucha i dwuwymiarowego uktadu zaleznosci nie réznia si¢ jakoSciowo. PredkoS¢ rosnie
z rozmiarem jak \/N, podczas gdy wspétczynnik dyfuzji rosnie liniowo z N. Konsekwen-
cja powyzszych zaleznoSci jest niezaleznos$¢ czasu t, od rozmiaru uktadu (zob. wzér (3.6)
oraz Rys. 3.3(c,d)).
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Rys. 3.4. Parametry dynamiczne w zalezno$ci od (odwrotnosci) sity nieporzadku.
(a,b) predkosci i fazy [ruch balistyczny] (czerwone kota, lewa o$) oraz wspot-
czynnik dyfuzji drugiej fazy ruchu (niebieskie kwadraty, prawa oS). (c,d) Czas
przejScia pomigdzy pierwsza a druga faza. Przerywanymi liniami zaznaczono
formuty analityczne otrzymane z modelu centralnego. Zrddto: [5].

Relacje¢ taczaca wielkosci dynamiczne z nieporzadkiem przedstawiam na Rys. 3.4(a,b). Pod-
czas gdy predkosc¢ balistyczna jest niezalezna od o, jak to juz zostato powiedziane, wspétczynnik
dyfuzji jest odwrotnie proporcjonalny do o w uktadzie o dowolnym wymiarze.

(i1). Poziom wysycenia. Nastgpnie badam poziom wysycenia jako funkcje¢ N [Rys. 3.5]
oraz o [Rys. 3.6]. Wystepuje tu réznica pomigdzy uktadem jedno- i dwuwymiarowym. W ukta-
dzie jednowymiarowym r2, rosnie jak N* oc R* dla silnego nieporzadku, podczas gdy dla $red-
niego nieporzadku obserwuje si¢ w przyblizeniu prawo potggowe, ale 0 mniejszym wyktad-
niku [Rys. 3.5(a,c)]. W uktadzie dwuwymiarowym 72, o N %2 R® dla silnego nieporzadku
[Rys. 3.5(b)], natomiast dla stabszego nieporzadku jedynie na krétkich odlegtosciach od cen-
trum [Rys. 3.5(d)]. Ten rodzaj zaleznosci potggowej w dwdch wymiarach oznacza, ze poziom
saturacji ro$nie szybciej niz rozmiar uktadu, dlatego wzbudzenie musi osiggac granice uktadu
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Rys. 3.5. Zasigg dyfuzji w funkcji liczby weztéw dla uktadu jednowymiarowego
(a,c) i dwuwymiarowego (b,d). Przerywane kreskowane linie pokazuja wyniki
analityczne otrzymane przy wykorzystaniu modelu centralnego atomu. Kropko-
wana linia (d) jest liniowym dopasowaniem dalszej czesci wykresu. Zrédto: [5].

dla dostatecznie duzej liczby weztéw (rzedu o). Stad, od pewnego momentu poziom wysycenia
zaczyna rosnaé liniowo z N oc R?, co réwniez jest widoczne na Rys. 3.5(d). Innymi stowy,
poziom wysycenia jest ograniczony przez rozmiar uktadu.

Zaréwno dla d = 1 jakid = 2, r2, okazuje si¢ byé proporcjonalne do 1 /o dopdki o » 1. Dla
malejacego nieporzadku, r2,, zaczyna oscylowaé, by osiagnaé stata warto$é dla ¢ — 0. Granica
znikomego nieporzadku odzwierciedla jednorodny rozktad wzbudzenia posréd wszystkich we-
k6w, tj. charakterystyke sieci bez nieporzadku, ktéra z grubsza zadaje gérna granice dla (r2(t)).
Poziom saturacji dla jednorodnego rozprzestrzeniania sie ekscytonu wynosi 72, = R /3

oraz r2, = R’ /2 odpowiednio dla d = 11id = 2. Sa one oznaczone poziomymi kropko-

sat
wanymi liniami na Rys. 3.6. Czas, w ktérym rozpoczyna si¢ saturacja jest wigc proporcjonalny
do N oc Roraz v/N o R dla odpowiednio, d = 11 d = 2, a wigc do liniowego rozmiaru uktadu

w obu przypadkach. Czas ten jest niezalezny od sity nieporzadku.

D. Potegowa lokalizacja.
(1). Uktad jednowymiarowy. Przez prosty argument wykorzystujacy zliczanie rezonanséw
najnizszego rzgdu mozna pokazad, ze liczba weztéw rezonujacych z centralnym, tj. poczatkowo
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Rys. 3.6. Zasig¢g dyfuzji w funkcji odchylenia standardowego energii na wezle
w uktadzie jednowymiarowym (a) i dwuwymiarowym (b). Przerywane kresko-
wane linie pokazuja wyniki analityczne otrzymane przy wykorzystaniu modelu
centralnego atomu. Kropkowane linie reprezentuja wartosci odpowiadajace ukta-
dowi bez nieporzadku (rownomierne rozmieszczenie wzbudzenia w uktadzie).
Zrédlo: [5].

wzbudzonym weztem na odlegtosci r od niego, jest proporcjonalna do 1/r. W uktadzie jed-
nowymiarowym, gdy tancuch si¢ wydtuza, ze wzgledu na rozprzestrzenianie si¢ wzbudzenia
do rezonujacych weztéw, obsadzenie dalekich weztéw rosnie jak In N, warto$é r2, rosnie jak
N?, a obsadzenia w granicy dlugiego czasu beda roztozone jak 1 /r. To przewidywanie dla 2,
zgadza si¢ z wynikami symulacji dla duzego nieporzadku, ale odstgpstwo od tego prawa widac
dla o = 10 [Rys. 3.5(c)]. Rosnace obsadzenie odlegtych weztéw powinno zmniejszaé obsadzenie
centralnego wezta |cO|2 (prawdopodobienstwo przezycia) jak 1 — Aln N (gdzie A jest pewna
dodatnig stata), dopoki prawdopodobiefistwo nie zmaleje wystarczajaco, by konieczne byto
uwzglednienie poprawek wyzszych rzgdow w zliczaniu rezonanséw. Potwierdzaja to wyniki
symulacji zaprezentowane na Rys. 3.7, gdzie logarytmiczna zaleznoS$¢ reprezentuje kreskowana
linia trendu, chociaz waski zakres zmiennosci |¢ ]2 moze nie by¢ wystarczajacy do udowodnienia
subtelnego trendu logarytmicznego. Poziom wysycenia dla N = 10* ma raczej duza wartos¢é
szczatkowego obsadzenia centralnego wezta [Rys. 3.7(a)].

Rozktad obsadzeii asymptotycznych |c, (o0)|* wykazuje prawo potegowe przez wiele rzedéw
wielko$ci dlugosci taficucha z wyktadnikiem bliskim jednosci dla silnego nieporzadku (czerwone
kwadraty na Rys. 3.7(b)). To zachowanie jest charakterystyczne dla rezimu silnego nieporzadku
odpowiadajacego potegowej zaleznosci 2, od ¢ (lewa asymptota na Rys. 3.6(a)). Natomiast
w rezimie malego nieporzadku (prawa asymptota na Rys. 3.6(a)), obsadzenia sa rOwnomiernie
rozprowadzone po caltym taricuchu, jak wnioskujemy z wartoSci asymptotycznych na Rys. 3.7(b)
(niebieskie kota).

(i1). Uktad dwuwymiarowy. Podobna potggowa lokalizacja stanéw asymptotycznych jest
obserwowana w uktadzie dwuwymiarowym, co pokazuj¢ na Rys. 3.8, gdzie narysowatem Srednie
obsadzenie wezta w funkcji odlegtosci od wezla centralnego. Poniewaz w ukladzie dwuwymiaro-
wym odlegtosci niektérych weztéw niewiele si¢ od siebie r6znia, Rys. 3.7 przedstawia histogram
o szerokoSci przedzialu réwnym jednej lub dwom statym sieciowym (w zaleznosci od rozmiaru
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Rys. 3.7. (a) Asymptotyczne (! — o0) obsadzenie centralnego wezta w jednowy-
miarowym taficuchu atoméw, jako funkcja dlugosci tancucha dla o = 10. Linig
przerywana zaznaczono trend logarytmiczny. (b) ZaleznoS¢ asymptotycznego
obsadzenia zadanego wezta od odleglosci (numeru wezta) w jednowymiarowym
taficuchu atoméw dla wartosci NV oraz o sigma podanych na wykresie.

Zrédto: adaptacja rysunku z pracy [5].

uktadu dla lepszej widocznosci). Jak widac (petne symbole), dla Sredniej sity nieporzadku wy-
ktadnik zaleznoSci potggowej wzrasta co do wartosci bezwzglednej, gdy uktad ro$nie. Wartosci
otrzymane z dopasowania funkcji potggowej do danych otrzymanych z symulacji zmienia si¢
od —1.0dla N =197do —1.7dla N = 32017 (dopasowanie zostalo przeprowadzone dla cen-
tralnej czesci wykresu, wykazujacej zachowanie potggowe, wynik moze by¢ w pewnej mierze
zalezny od wyboru obcigcia). Wszystkie te warto$ci sa wigksze niz —2 i dlatego odpowiada to
rozktadowi o dlugich ogonach w dwdéch wymiarach, ktérego norma jest rozbiezna w granicy nie-
skoriczonego taricucha. Wartosci te zdaja si¢ by¢ proporcjonalne do In N dla rozmiaréw uktadu
dostgpnych dla numerycznych symulacji i dlatego nie bylo mozliwe okreslenie asymptotyczne;j
warto$ci wyktadnika dla N — 0.

Odmienne zachowanie wystgpuje w ukltadach z silnym nieporzadkiem (puste symbole
na Rys. 3.8(a)). Wida¢, ze nachylenie potggowej zaleznosci jest state. Wyktadniki wyznaczone
przez dopasowanie funkcji potggowej oscyluja (ze wzgledu na wewnetrzny nieporzadek i nie-
pewnos¢ dopasowania) wokét wartosci —1, ktéra odpowiada zaleznosci 2, o« N na Rys. 3.5(b).
To oznacza, ze w tym przedziale rozmiar6w uktadu, asymptotyczny zakres dyfuzji ro$nie z roz-
miarem uktadu przez rozszerzanie zaleznosci oc 1/r do coraz wigkszych odlegtosci na koszt
obsadzenia centralnego wezta, dopdki zaleznos¢ oc N %2 sie nie zalamie, podobnie do sytuacji
przedstawionej na Rys. 3.5(d), ale daleko poza mozliwo$ciami mocy obliczeniowej komputera.
Gdy poréwna si¢ zalezno$¢ potegowa dla dwdch réznych wielkoSci nieporzadku, mozna dojs¢
do nieoczekiwanej konkluzji. Mianowicie, z formalnego punktu widzenia skupionego na warto-
$ci wyktadnika, lokalizacja w uktadzie o umiarkowanym nieporzadku jest silniejsza (wartos¢
bezwzgledna wykladnika jest wigksza) niz w uktadzie z silnym nieporzadkiem. Nie jest to
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Rys. 3.8. Asymptotyczne (f — o0) obsadzenie weztéw w funkcji odlegtosci
od centralnego wezta w uktadzie dwuwymiarowym dla: (a) dla dwéch réznych
wartosci o oraz dwoch réznych wartosci liczby weztéw N; (b) dla zadanej
wartosci liczby weztéw N i dwdéch réznych wartosci o jak pokazano. Zrédto: [5].

oczywiscie prawdziwy wniosek, gdyz warto$¢ szczatkowego prawdopodobienstwa centralnego
wezla spada mniej od poczatkowej wartoSci w przypadku wyzszego nieporzadku (silniejsza
lokalizacja), tak jak oczekuje si¢ od uktadu z wigkszym nieporzadkiem. Interesujace jest rowniez
to, ze obsadzenie najdalszych weziéw w uktadzie o N = 15813 weztach jest iloSciowo podobne
w dwoch réznych rezimach nieporzadku pokazanych na Rys. 3.8(a).

Powyzszy trend w zaleznoSci asymptotycznego rozkladu obsadzen od sity nieporzadku nie
moze pozostaé prawidtowy w przypadku zmniejszania sity nieporzadku, gdy obsadzenia powinny
rozktada¢ si¢ po rowno w catym uktadzie w granicy jednorodnego uktadu. Istotnie, jak pokazano
na Rys. 3.8(b) dla bardzo stabego nieporzadku, uktad dazy do jednorodnego rozktadu obsadzenia,
chociaz — nieoczekiwanie — staby efekt lokalizacji jest ciagle widoczny dla o = 0.01.

E. Model centralnego atomu. Poza symulacja pelnego modelu opisanego hamiltonia-
nem (2.3) dyskutowanym wcze$niej, zbadatlem dynamike modelu centralnego atomu (zob. pod-
rozdz. 2.10-2.12). Wyniki symulacji dla modelu centralnego wezta przedstawiam na Rys. 3.2
kropkowanymi liniami. Mozna dostrzec, ze w ukladzie o silnym nieporzadku ewolucja jest pra-
wie taka sama jak w przypadku petnego modelu. Oznacza to, ze dla silnego nieporzadku dyfuzja
jest zdominowana przez bezposrednie przeskoki z centralnego wezta do odlegtych atoméw,
co jest mozliwe dzigki sprzg¢zeniu dalekiego zasiggu.

W nastgpnym podrozdziale, korzystajac z zaleznosci wyprowadzonych pod koniec roz-
dziatu 2, znajduje¢ analityczne formuly na Srednie przemieszczenie kwadratowe w trzech fazach
dyfuzji. Pokazuje, jak parametry dynamiczne v, D, 1, to, t; moga zosta¢ powiazane z roz-
miarem uktadu N i silg nieporzadku o, o ile model centralnego atomu jest stuszny. Przywotuje
rowniez wzory wykazujace potggowa lokalizacje czastki.
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3.3. Przyblizone rozwiazanie analityczne

W tym podrozdziale prezentuj¢ przyblizone podejscie analityczne do rozwazanego problemu,
ktére jest dostepne przy uzyciu modelu centralnego atomu dla silnie nieregularnego uktadu
(rezim silnego nieporzadku). Wykorzystuje wzory wyprowadzone w podrozdziatach (2.10-2.12)
do wyjasnienia potréjnej dynamiki (% (t)).

Srednie przemieszczenie kwadratowe (3.2) moze byé zapisane w postaci

(3.9) GOETONDY |cr,k<t>2>,

r

gdzie indeks £ przebiega po wszystkich n, atomach odlegtych o r od centrum. Suma przebiega
zatem po d-wymiarowych sferach o promieniu r, na ktérych lezy n, atoméw. Przechodzac
do przyblizenia ciagtego rozktadu przestrzennego atoméw oraz zamieniajac Srednig na catke
po funkcji gestosci rozktadu prawdopodobienistwa separacji pozioméw energetycznych otrzymuje

0

R .
G.10 o = [dcptar [ g2

du
(w2
gdzie skorzystatem z réwnania (2.92) na obsadzenie danego wezla oraz zastapitem sumg¢ po
odlegtosciach od centrum catka (3, — d(, Srdildr). Catke po rozktadzie prawdopodobieristwa
policzytem w podrozdziale 2.12. Pozostaje mi skorzysta¢ z otrzymanych wynikow i obliczy¢
catke po zmiennej 7.

A. Faza balistyczna. Najpierw, dla krétkich czaséw, korzystam z réwnania (2.100) oraz (3.4),
by otrzymacé predkos¢ w ruchu balistycznym,

R [e'e]
(3.11) v? = f Cydr®~tdr f fo(w)du = ;R = N.
0 —0

ZaleznoS¢ te narysowatem kreskowana linia na Rys. 3.3. Doskonale pasuje ona do danych
numerycznych. Warto zauwazy¢, ze jest niezalezna od przyjetego rozktadu energii €,,.

B. Dyfuzja standardowa. Dla $rednich czaséw korzystam z réwnan (2.101) oraz (3.5)
1 znajduje wspotczynnik dyfuz;ji

" v dlae e N(0,0),
(3.12) D= Jdrgddr“m £ (0) = 4
2
0 -

dla e e U(—W/2,W/2).
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Ponownie zalezno$¢ wspétczynnika dyfuzji od N i o przedstawiam na Rys. 3.3(a,b) oraz Rys. 3.4(a,b)
linig kreskowana, ktéra doskonale dopasowuje si¢ do danych otrzymanych w symulacjach nume-
rycznych. Uzywajac réwnania (3.6) znajduje czas przejscia od fazy balistycznej do dyfuzyjnej

vm dlae e N(0,0),
(3.13) =4 ©

= dlaceU(-W/2,W/2),

ktory, dla dostatecznie duzego o (lub W), pasuje do danych numerycznych, jak pokazano
na Rys. 3.4(c,d), co jest prosta konsekwencja dobrego dopasowania wzoréw (3.11) oraz (3.12)
do numerycznie wyznaczonej predkosci oraz statej dyfuzji. Zakres transportu balistycznego jest
wiec okreslony przez

g dlae e N(0,0),
(3.14) (r(ty)) = v*tg = o

Am® N
WWQ dla e € U(—W /2, W /2).

W jednym wymiarze (N oc R) jest on zawsze mniejszy od rozmiaru uktadu pod warunkiem
wystgpowania silnego nieporzadku.

C. Saturacja. Ostatecznie, nastgpuje saturacja. Poziom saturacji mozna obliczy¢ ze wzoru (3.10),
wykorzystujac wzor (2.105) (lub Tabelg 2.1). Poziom saturacji wynosi wigc
( R
d
Va erdr = @—RCPrl dlaee N (0,0),
200 d+1
(3.15) ot = 4

0
R
WW@ erdr = %%Rd“ dlaeeld (—W/2,W/2).
L 0
Powyzsza zalezno$¢ (3.15) jest oznaczona na Rys. 3.5 oraz Rys. 3.6 przy pomocy przerywanych
linii i doskonale pokrywa si¢ z wynikami symulacji numerycznych, dopdki nieporzadek jest
silny, a rozmiar uktadu nie za duzy.
Czas rozpoczgcia fazy saturacji znajduje przez warunek ciagtosci <r2 (t)), Dt = 2. Z r6w-
nan (3.12) oraz (3.15) otrzymuje
ot d L
2d+1Vy’
gdzie Vj jest sprzezeniem centralnego wezla z atomami lezacymi na obrzezach ukladu. Jest

(3.16)

to mozliwie najmniejsze sprze¢zenie z centralnym wezlem wystepujace w uktadzie. Powyzszy
wynik roéwniez pozostaje w zgodzie z rezultatami symulacjami.

Dla wyja$nienia potggowej lokalizacji [Rys. 3.7 oraz Rys. 3.8] pragng tu przywota¢ wzoér (2.105)
na asymptotyczne obsadzenie weziow,

(2.105") {Jerl?) = 2V, £.(0) 5.

Dla V, = 1/r pozostaje on w zgodnosci z danymi numerycznymi dla uktadu jednowymia-
rowego, przedstawionymi na Rys. 3.7. Odpowiada to szczatkowemu obsadzeniu centralnego
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wezta rownemu 1 — Aln N w rezimie silnego nieporzadku, co réwniez pokrywa si¢ z danymi
numerycznymi na Rys. 3.7(a). Jak to pokazatem na Rys. 3.8, taka sama zaleznos¢ jest widoczna
dla uktadu dwuwymiarowego w rezimie duzego nieporzadku. Nie powinno to dziwié, gdyz obsa-
dzenie maleje zawsze z liniowym rozmiarem uktadu, niezaleznie od wymiarowosci przestrzennej
uktadu.

3.4. Analiza Sredniego przemieszczenia kwadratowego dla wykladnika ;. > 1

W tym podrozdziale prezentuj¢ dynamike dyfuzji kwaziczastki, rozszerzajac rodzaj sprzg-
zenia (3.1) do postaci bardziej ogélnej (2.2), ktéra analizowatem juz w poprzednim rozdziale.
W tym przypadku sprzgzenia maleja potggowo z odlegloscia, tj.

(3.17) V= 1/r,
Pokaze, jak zmieniaja si¢ wsp6tczynniki dynamiczne (v, D, 12, t,, t;) W zaleznosci od wyktad-

nika . do wzoru (3.9) podstawig¢ ogdlng postac sprzezenia (3.17). Wtedy, Srednie przemieszcze-
nie kwadratowe (*(t)) wynosi

(3.18) (1)) = f@drdﬂ 2y f f(u Smu/gi/ sin” (ut/2) .,

Podobnie jak poprzednio korzystam z wynikow rozdziatu 2.12. Oczywiscie potrdjna dynamika
t* — t — const. pozostaje niezmienna, gdyz wynika ona z postaci obsadzenia (|c,|*) wyrazo-
nego formulg (2.92). Zmieni si¢ natomiast zalezno$¢ parametréw dynamicznych od rozmiaru
uktadu. Aby ja znalez¢, potrzebuje jedynie obliczy¢ catke po 7.

A. Predkos¢ balistyczna oraz wspétczynnik dyfuzji. Biorac (2.100) znajduje kwadrat
balistycznej predkosci,

(3.19) v? = (I,

natomiast biorac (2.101) znajduj¢ wspétczynnik dyfuzji,

(3.20) D =27 f,(0)(qdly,
gdzie
s - [

Gorng granice catkowania I, okresla promien uktadu, natomiast dolna granica, w zaleznoSci
od tego, czy wyktadnik ; pozwala na uwzglednienie sSrodkowego wezta, czy nie, bedzie réwna 0
lub 1°. Zajme sie teraz zbadaniem catki I; w zaleznosci od warto$ci wyktadnika ji.. Rozwaze
trzy przypadki, mianowicie gdy wyktadnik nad r jest wigkszy, rowny lub mniejszy od —1.

3Granice catkowania moglyby zostaé wybrane od 1/2 do R + 1/2. w przypadku jednak gdy p < d/2 + 1
doprowadzitoby to do nieeleganckiego wyrazu wolnego, ktéry w granicy duzych ukladéw jest zaniedbywalny.
Podobnie mozna by catkowa¢ zawsze od 1 do R bez wigkszego btedu w granicy duzego R, jednak to doprowadzitoby
do pomijalnego cztonu przy liczeniu ¢; dla u < d/2 + 1. Tam, gdzie tego wymaga doktadnos¢ catkowanie przebiega
od 1 do R, natomiast dla p < d/2 + 1 catke I; moge bez problemu scatkowaé, przyjmujac dolng granice catkowania
réwna zero.



64 3. Dyfuzja czastki w uktadzie z nieporzadkiem i sprz¢zeniami dalekiego zasiggu

(i). Przypadek 1. Dla p < d/2 + 1,
R
(3.22) I, = f P2y =

0

d+2-2
R 21

d+2—2u

Catka ta jest dobrze okreSlona dla skoficzonego uktadu, natomiast w granicy termodynamiczne;j
jest potggowo rozbiezna do nieskonczonosci.
Predkos¢ pierwszej fazy ruchu oraz wspétczynnik dyfuzji rosng z rozmiarem uktadu, dopdki
p < d/2 + 1, co oznacza ;i < 3/2 dla uktadu jednowymiarowego oraz ;1 < 5/2 dla uktadu
dwuwymiarowego. Dop6ki i1 > 1, predkos$¢ v oraz wspétczynnik dyfuzji D rosna nie szybciej
niz liniowy rozmiar uktadu. W przeciwnym przypadku spodziewane bgdzie mozliwe osiagnigcie
granic uktadu przez czastke i zatamanie si¢ powyzszego trendu juz w fazie balistycznej lub
dyfuzyjnej, tak jak to byto dla poziomu saturacji w przypadku p = 1 (por. Rys. 3.5(d)).
(ii). Przypadek 2. Dla p = d/2 + 1,
R
(3.23) I, = dr =1InR.
) r
Réwniez tutaj wystepuje rozbiezno$¢ w [ — o0, jednak stabsza niz w (3.22).
(iii). Przypadek 3. Gdy > d/2 + 1,

R
d+1-2 1 1
(324) ]1 :JVT' + #dT:m 1—W .
1

Powyzsza catka w granicy termodynamicznej jest dobrze okreslona i réwna (2p — 2 — d) ™",

Dodatkowo pierwszy czas przejScia wynosi tyle samo niezaleznie od p,
(3.25) to = D/v* = 21 f,(0).

B. Poziom saturacji. Poziom saturacji dla dowolnego p przyjmuje postaé (por. z réwna-
niem (3.15) dla p = 1),

(3.26) Toe = T oo (0)Cad
gdzie
(3.27) I, = J rA =Ry

Podobnie jak poprzednio, zbadam zachowanie si¢ catki I, w zaleznoSci od wyktadnika .
(1). Przypadek 1. Dla p < d + 2,

R
(3.28) I, = frd“—“dr =

0

d+2-p d+2—p

—
d+2—p

Poziom saturacji ro§nie wraz z rozmiarem uktadu. Dodatkowo, jesli d > p, poziom saturacji

ro$nie szybciej niz liniowy rozmiar uktadu, co musi prowadzi¢ w pewnym momencie do zmiany
2 2 . .. .. . .

trendu na rg,,ocR”, gdy poziom saturacji zbliza si¢ do granic uktadu.
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d

12 0 5 +1 d + 2

Rit2-2m_ <1 - 1/R2“_2_d)
I R —— In R

d+2—2u 2% —2—d

R (1- 1R

L _— InR
2 d+2—p " —2-d

Tablica 3.1. Wartosci catek 7, (3.21) oraz I, (3.27) okreslajacych wartos$¢ pred-
kosci (3.19), wspotczynnika dyfuzji (3.20) oraz poziomu saturacji (3.26) w za-
leznos$ci od wyktadnika p. Puste pola w pierwszym wierszu tabeli odpowiadaja
przedziatlom otwartym, ktérych granice wyznaczaja pozostatlem pola. Dodatkowo,
szarg czcionka zaznaczono dodatkowy sktadnik —1 w liczniku dwéch wyrazen,
ktéry odpowiada wynikom otrzymanym przez catkowanie (3.22) oraz (3.28)
w granicy od 1 do R (nieistotny dla duzych uktadow).

(ii). Przypadek 2. Dla yu = d + 2,
fd
(3.29) gzjlsz
T
1

i poziom saturacji ro$nie logarytmicznie z liniowym rozmiarem uktadu, a wigc i z liczbg atomoéw
w dowolnym wymiarze.
(iii). Przypadek 3. Dla u > d + 2,

R
1 1
d+1-
(3.30) I2:Jr #dT:u—l—d(l_R“‘l‘d>'
1
W granicy termodynamicznej catka I, jest zbiezna. Poziom saturacji wynosi wtedy

2 _ Tfo(0)Cad
(331) Tsat = m

Jest on bardzo matly, tym mniejszy im wigksze p oraz sita nieporzadku dopdki f.(0) jest
odwrotnie proporcjonalne do szerokosci rozktadu.
Calki I, oraz I, wyznaczaja zaleznoS¢ od rozmiaru uktadu parametrow dynamicznych.

WartoSci obu catek zostaty zebrane w Tabeli 3.1.

C. Czas rozpoczecia fazy saturacji. Chyba najciekawszym zagadnieniem jest zbadanie
czasu t, rozpoczecia saturacji, poniewaz zalezy on zaréwno od [ jak i I,, ktére przyjmuja rézne
wartosci w niezbiegajacych si¢ przedziatach wartosci wyktadnika . Korzystajac z warunku
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ciaglosci,

I,
- o
Rozpatrze pie¢ przypadkéw korzystajac z Tabeli 3.1.

(i). Przypadek 1. Dla p < d/2 + 1,

(3.32) t

b ld+2-2u ,,
YU2dy2—p
gdzie dla . = 1 powyzszy wzor jest tozsamy z (3.16).
(ii). Przypadek 2. Dla p = d/2 + 1,

(3.33)

1 R+
3.34 b= —v—.
(3.34) " (d+2) InR
(iii). Przypadek 3. Dlad/2 +1 < p < d + 2,
335 L L(d+2-2 R™7H -1\ pow 1 (2u—d—2 P+
(3.35) 1= 5 _ d+2—2p ~ o9\ g0, '
2\d+2—-p R —1 2\ d+2—p
(iv). Przypadek 4. Dla y = d + 2,
d InR R—® d
(3.36) t, = (u —1- 5) Y ~ <,u —1- 5) In R.
(v). Przypadek 5. Ostatecznie, dla > d + 2,
(3.37) L _l(m-2-d 1—1/R+2 Row 1 (20 —2—d
. 1 2 M—Q_d 171/R2'u,—2—d 2 M—Z—d .

Dla wyzszych warto$ci wyktadnika p rosnaca zaleznos$¢ czasu ¢; od liniowego rozmiaru uktadu
jest coraz to wolniejsza az do momentu gdy staje si¢ nieistotna w granicy termodynamicznej dla
> d+ 2.

3.5. Dyskusja

Analityczne formuty, ktére wyprowadzitlem w podrozdziale 3.3 pokrywaja si¢ z wynikami
numerycznymi w okreslonych granicach wielkosci uktadu oraz sity nieporzadku. Odstgpstwo
od wzoréw analitycznych pojawia si¢, gdy nieporzadek staje si¢ staby (zob. Rys. 3.6). Jest
to oczywiste z powodu zalamania si¢ modelu centralnego atomu, ktérego stosowanie polega
na traktowaniu sprzezen jako matego zaburzenia do czgsci diagonalnych energii, co zaktada
istnienie silnego nieporzadku. Kolejne odstgpstwo pojawia si¢ dla duzego taficucha atoméw
(przypadek d = 1), co jest widoczne na Rys. 3.5(c,d). Jest to spdjne z argumentacja przedsta-
wiong w podrozdziale 2.13 o zalamaniu si¢ modelu centralnego atomu dla rosnacego rozmiaru
uktadu. Dodatkowo, w przypadku gdy p < d, r2,, oc R¥27F réwnanie (3.28) (a w szczegblnym
przypadku p = 1, zob. réwnanie (3.15)) przewiduje wzrost dyfuzji poza granice uktadu, co jest
oczywiscie niemozliwe w ukladzie o skoficzonych rozmiarach. Dlatego trend wzrostu zmienia
si¢ dla pewnego granicznego rozmiaru uktadu (zob. Rys. 3.5). Ten efekt nie jest wychwycony
przez model centralnego atomu.



ROZDZIAL 4

Dynamika korelacji w ukladzie kwantowym z silnym nieporzadkiem

oraz dalekozasiggowymi sprzezeniami

4.1. Wprowadzenie

W niniejszym rozdziale kontynuuj¢ rozwazania nad wlasnosciami kwantowego modelu
sieciowego z diagonalnym nieporzadkiem oraz dalekozasiggowymi sprz¢zeniami. Jak dotychczas
podatem giéwne wlasnosci modelu oraz przyblizone rozwigzanie analityczne dostgpne w rezimie
silnego nieporzadku (rozdziat 2). Nastgpnie §ledzitem dyfuzj¢ pojedynczej czastki kwantowej
(rozumianej jako wzbudzenie na sieci), postugujac si¢ Srednim przemieszczeniem kwadratowym
(rozdziat 3). Teraz pragng zaprezentowa¢ dynamike rozchodzenia si¢ kwantowej informacji w
rozwazanym modelu.

W fizyce relatywistycznej informacja nie moze rozprzestrzeniaé si¢ szybciej niz z predkoscia
Swiatta ¢ = 299 792 458 m/s. Maksymalna predkos¢ zadaje tzw. stozek Swietlny, tj. obszar
w czasoprzestrzeni, wewnatrz ktérego moze odbywac si¢ ruch. Oznacza to, ze informacja prze-
bywajaca droge migdzy punktami odlegtymi o » moze przeby¢ ten dystans w czasie nie krétszym
nizt =r/c.

Nierelatywistyczna teoria kwantowa, w ramach ktérej prowadzone sga rozwazania mojej Roz-
prawy, nie narzuca a priori zadnego ograniczenia na predkosS¢ propagacji informacji. Pomimo
tego Elliott H. Lieb' oraz Derek W. Robinson? [38, 39] wykazali, ze predkos¢ rozchodzenia sig
informacji pomigdzy cze$ciami uktadu kwantowego moze by¢ ograniczona przez oddziatywania
o skoniczonym zasiggu. Ta tzw. granica Lieba-Robinsona zostata wyznaczona w nastgpujacy
sposob. Rozwaza si¢ norm¢ komutatora operatorow A i B dziatajacych na wezach odlegtych o
i w odstepie czasu ¢, tj. ||[A,, 1. (to + t), B, (to)]||- Przy zatozeniu, ze oddziatywania w ukladzie
zanikaja co wyktadniczo lub szybciej z odlegltoscia, wartos¢ tej normy maleje réwniez wyktad-
niczo dlat < r/v. W ten sposob zostaje wyznaczony stozek §wietlny, poza ktérym korelacje
z zadanym wezlem zanikaja bardzo szybko. Skonczona, cho¢ zaniedbywalna wartosS¢ korelacji
poza stozkiem odrdéznia kwantowomechaniczny, nierelatywistyczny stozek od stozka znanego z
teorii Einsteina. Obecno$¢ granicy Lieba-Robinsona byla obserwowana w ré6znych modelach
teoretycznych oraz w eksperymencie [40—48]. Pierwsza eksperymentalna obserwacja zostata
dokonana w jednowymiarowym ukladzie atoméw gazu kwantowego sputapkowanych w sieci
optycznej [42]. Autorzy skupiaja si¢ na ewolucji dwupunktowej funkcji korelacji dla poszcze-
g6lnych weztéw po wzbudzeniu. Sledza maksima funkcji korelacji pojawiajace sie tym pézniej

'Elliott Hershel Lieb (ur. 31 lipca 1932 r.) — amerykanski fizyk, profesor matematyki i fizyki na Uniwersytecie
Princeton.
Derek William Robinson (ur. 25 czerwca 1935 r.; zm. 31 sierpnia 2021 r. — brytyjsko-australijski fizyk

teoretyczny i matematyk, profesor na Australijskim Uniwersytecie Narodowym.
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w czasie, im dalej od miejsca wzbudzenia znajduje si¢ atom. W ten sposob zostaje wyznaczona
maksymalna predkos¢ propagacii.

Chociaz istnienie granicy Lieba-Robinsona zostato udowodnione dla uktadéw oddziatujacych
tylko lokalnie, wiele trudu wtozono réwniez, aby dowies¢ istnienia takiej granicy dla uktadéw
z oddziatywaniem dalekiego zasiggu, malejacymi z pewna potega odlegtosci (ocl/r") [45, 46,
49-53]. Jest to o tyle interesujace, o ile w uktadach o oddziatywaniach dalekiego zasiggu moze
zachodzi¢ natychmiastowa komunikacja pomigdzy odlegltymi czg$ciami uktadu. Nieintuicyjna
wydaje si¢ by¢ zatem mozliwoS¢ wystgpowania tu stozka Swietlnego.

Pierwszy matematyczny dowdd istnienia stozka Swietlnego w uktadzie z dalekozasiggowym
oddziatywaniem zostat przedstawiony w [50]. Autorzy pokazuja, ze w jednowymiarowym
uktadzie z ;1 > 3, czas potrzebny na skorelowanie odlegtych atoméw rosnie co najwyzej liniowo
z odlegtoscia. W [49] autorzy podaja matematyczny dowdd na istnienie stozka Swietlnego
w d-wymiarowym uktadzie z dalekozasiggowym oddziatywaniem pod warunkiem, ze p > 2d+ 1
(co daje 1 > 3 w jednym wymiarze i jest spdjne z poprzednimi wynikami). Inne badania [51, 54]
wykazuja, ze warunek na wyktadnik oddziatywania moze by¢ nawet stabszy np. w przypadku
przyjecia réznych definicji normy operatora w obliczeniach®. Charakter sprzezenia stanowi zatem
istotny czynnik wplywajacy na wtasnosci uktadu. Innym istotnym sktadnikiem wpltywajacym
na dynamik¢ wzbudzenia jest doSwiadczany przez nie nieporzadek.

Dlatego w ramach niniejszego rozdzialu rozwazam rozchodzenie si¢ kwantowych korelacji
w jednowymiarowym taficuchu spinéw, pomigdzy ktérymi wystepuja sprzezenia dalekiego za-
siggu ocl/r" oraz do§wiadczajace silnego nieporzadku w postaci losowego potencjatu na wezle.
Korelacje okresla ilosciowo i jakoSciowo dwupunktowa funkcja korelacji. Pojedyncze wzbu-
dzenie, tj. obrét centralnego spinu w poczatkowo spolaryzowanym taiicuchu spinéw, podrézuje
w uktadzie dzigki sprzgzeniom wystepujacym pomiedzy weztami sieci. Gdy wzbudzenie dociera
do kolejnych spinéw, nastgpuje wzrost korelacji ,,na wezle”, tj. pomigdzy centralnym a zadanym
spinem. Pokazuje, ze funkcja korelacji jest proporcjonalna do kwadratu amplitudy prawdopo-
dobienstwa obrotu spinu na zadanym weZle (czyli do obsadzenia wezta przez kwaziczastke
wzbudzenia), z czego wynika tréjfazowy wzrost korelacji na wezle. Najpierw korelacja na okre-
Slonym wezle ros$nie proporcjonalnie do kwadratu czasu. Nastgpnie w pewnej chwili czasu
nastgpuje zmiana do wzrostu liniowego w czasie. Ostatecznie nastgpuje wysycenie. Korzystajac
z przyblizonego rozwigzania analitycznego otrzymanego w rozdziale 2 znajduje¢ analityczna
postac funkcji korelacji. Thumacze potrdjng dynamike wzrostu korelacji. Okreslam charakter
propagacji korelacji przez Sledzenie frontu falowego funkcji korelacji, tj. krzywej w plasz-
czyznie r — t, dla zadanej wartosSci korelacji. Na koniec proponuj¢ definicj¢ stozka Swietlnego
w rozwazanym ukladzie. Wyniki zaprezentowane w tym rozdziale zostaty opublikowane w [23].

4.2. Opis ukladu

Rozwazam taincuch N regularne rozmieszczonych spindw z jednostkowgq stata sieciowa
(a = 1) oraz periodycznymi warunkami brzegowymi (zob. Rys. 4.1). Uktad opisywany jest, jak
3Najbardziej naturalny wybér postaci normy operatora || A|| to jego najwicksza warto$é¢ wiasna, ale mozna

przyja¢ inne definicje, dla ktérych graniczna warto$¢ wyktadnika p, powyzej ktoérej wystgpuje liniowy stozek

w ukladzie, jest mniejsza niz 2d + 1. Zobacz definicj¢ normy operatora w [55].
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(2) R 0 1 .

b

(b) e -1 0 1
Rys. 4.1. Schematyczny rysunek rozwazanego uktadu — tancuch jednorodnie
rozmieszczonych spindw. W ukladzie réwnolegle ustawionych spinéw centralny
spin zostaje obrocony (a), co pociaga za soba odpowiedz pozostatych, sprz¢zo-
nych z nim spinéw (b). Kwaziczastka wzbudzenia rozchodzi si¢ w tancuchu,
niosac ze soba informacj¢ o poczatkowym wzbudzeniu do odlegtych weziéw.

Dla dalekozasiggowych sprzgzen spodziewane jest natychmiastowe pojawienie
si¢ korelacji nawet na odleglych weztach. Zrédto: [23].

uprzednio, modelem wprowadzonym w podrozdziale 2.1. Na potrzeby tego rozdziatu, wygodne
jest korzystanie z postaci hamiltonianu wyrazonego w terminach operatoréw spinowych o oraz
o (i = x,v, 2), tj. zadanego réwnaniem (2.6) lub (2.7),

2.6) l##(Z%ﬂﬁ+2n¢%g.

a a,p

W rozdziale 3 przyjmowatem normalny rozktad energii €, w numerycznych symulacjach.
Teraz bezwymiarowe energie €, beda nieskorelowanymi zmiennymi losowymi pochodzacymi
z symetrycznego rozktadu jednorodnego o szerokosci W, €, € U(—W /2, W /2). Standardowo
przyblizone rozwiazanie analityczne, ktére rozwazam w podrozdziale 4.4 podaje zaréwno dla
jednostajnego jak i normalnego rozktadu energii na wezZle.

Poniewaz tanicuch spinéw jest uktadem jednowymiarowym, dalekozasiggowe sprzezenia (2.2)
przyjmuja prostsza forme,

= dla a8,
4.1) Vog =4 la—=B"

0 dla a =5,

gdzie |a — f3] jest odlegtoscia pomigdzy spinami avi /3.

Poczatkowo uklad jest w stanie catkowicie spolaryzowanym, tj. wszystkie spiny sa zwrdcone
ku gérze (zob. Rys. 4.1 oraz réwnanie (2.2)). Pomigdzy rownoleglymi spinami nie wystgepuja
korelacje. Centralny4 spin (o = 0) zostaje nastgpnie obrocony (ang. local quench). Sprzgzenie
pomiedzy wezlami prowadzi do rozprzestrzeniania si¢ wzbudzenia spinowego w ukladzie.

w przypadku periodycznych warunkéw brzegowych nie ma jednego wyréznionego centralnego spinu, inacze;j:

kazdy spin moze petnié rolg ,,centralnego”.
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Informacja o poczatkowym wzbudzeniu niesiona jest do odlegtych spinéw. Korelacje pomigdzy
spinem « a spinem centralnym okresla iloSciowo dwupunktowa funkcja korelacji, ktéra moze
by¢ mierzona w eksperymentach [42],

(42) Calt) = ((2(0620) = (G2 (X2UD)Y ) .

gdzie (...)q; 0znacza Srednig po realizacjach nieporzadku, natomiast {. . . ) jest Sredniag kwantowo-
mechaniczna, ktéra wyraza si¢ przez

(4.3a) (A(t)) = ()| A0)|W(t)) w obrazie Schrodingera,

(4.3b) (A(t)) = (U(0)|A(t)|P(0)) w obrazie Heisenberga,

dla pewnego operatora A, gdzie A(t) = e A(0)e """, Stan uktadu, w ktérym porusza sie
tylko jedno wzbudzenie, zadany jest przez (2.4) oraz (2.5). Pokazg teraz, ze funkcja korelacji

wyraza si¢ w prosty sposOb przez obsadzenia wezla o numerze o oraz wezla centralnego.
Operator &, dziata na stan z bazy stanéw zlokalizowanych na wezle {|/5)} w nastgpujacy sposéb

—[B) for a=p,
+18) for «a#pf.

(4.4) o |B) =

Korzystajac z réwnan (4.2), (4.4), (2.4), (2.5) oraz liczac §rednig kwantowomechanicznag (4.3a)
w obrazie Schodingera dostaje si¢ wyrazenie na funkcje korelacji wyrazong przez obsadzenia
weziow,

<4|co(t)]2|ca(t)]2>dis. dla o #0,

-4 leo(1)]? (1- |00(t)|2)>dis. dla a=0.

WyrazZnie widaé, ze w obrazie jednoczastkowym dwupunktowa funkcja korelacji wyraza sig¢

(4.5) Cult) =

wylacznie poprzez obsadzenie centralnego wezla oraz wezta, do ktérego dociera korelacja.

W nastgpnym podrozdziale prezentuj¢ wyniki symulacji numerycznych. Korzystajac z (4.5),
obliczam funkcjg korelacji poprzez znalezienie obsadzeri |c, |>. Obsadzenia, tak jak w (3.3), znaj-
duje przez doktadng numeryczng diagonalizacj¢ hamiltonianu (2.6). Wynik zostaje usSredniony
po Nyep = 2.5 - 107 realizacjach nieporzadku. Skorzystatem przy tym z periodycznosci uktadu
otrzymujac NV realizacji nieporzadku z jednej diagonalizacji przed /N-krotny wybor ,,centralnego”
spinu. Nie byto to jednak mozliwe przy symulacjach modelu centralnego atomu, w ktérych
wykonatem N, = 5 - 10° realizacji nieporzadku.

Dynamike obsadzen w rozwazanym modelu podatem juz w rozdziale 2. Pozwoli ona na przy-
blizone okreslenie dynamiki korelacji w rezimie silnego nieporzadku w podrozdziale 4.4.

Alternatywnie do funkcji korelacji rozchodzenie si¢ informacji kwantowej w uktadzie mozna
opisywac entropig splatania jednego ze spindw z resztg tancucha, co pokazuj¢ w podrozdziale 4.7.

4.3. Wyniki symulacji numerycznych

W tym podrozdziale prezentuj¢ wyniki otrzymane przez numeryczne rozwigzanie modelu
opisanego w podrozdziale 4.2.
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A. Ewolucja czasowa korelacji . Rys. 4.2(a-c) przedstawia mape korelacji dla ukladu
N = 1001 spinéw o sile nieporzadku energii W = 200 jako funkcj¢ czasu dla wybranych warto-
Sci wyktadnika ;. Mozna zauwazy(¢, ze korelacje narastaja w czasie i w pewnej chwili wysycaja
si¢, jednak tym p6znej im dalej od centralnego atomu znajduje si¢ dany wezet. Nie obserwuje si¢
spadku korelacji dla odlegtych czasow, lecz utrzymuja si¢ one na osiagnigtym poziomie. Znajac
dynamike korelacji dla poszczegdlnych spindéw, mogtem znalez¢ front propagaciji, tj. krzywa
w plaszczyznie o — t dla zadanej wartoSci korelacji C. Fronty propagacji sa naszkicowane
przerywang linig na Rys. 4.2(a-c) oraz przedstawione na Rys. 4.2(d-f), gdzie wida¢ ich potggowy
charakter (proste linie na wykresie w skali podwdjnie logarytmicznej). W pewnym momencie
potegowy trend linii frontu zmienia si¢ na inny trend potggowy, ale 0 mniejszym wykladniku
(zob. Rys. 4.2(d-f)).

Wybér wartosci C jest znacznie ograniczony, gdyz aby pokry¢ caly zakres dobranych pa-
rametréw symulacji (czas ewolucji oraz rozmiar uktadu), musi by¢ ona zaréwno mniejsza
od minimalnej wartosci C,, () (dla spinéw odlegtych od centrum, o » 1) jak i wigksza od mak-
symalnej wartoSci dla poczatkowego czasu (dla spinéw bliskich centrum v = 1). Dlatego istnieje
bardzo waski przedzial C, dla ktorego jest to spelnione. Dodatkowo gdy wyktadnik ;o wzra-
sta, maleje zasigg sprzg¢zenia i uktad staje si¢ coraz slabiej skorelowany. Dobrze dopasowane
wartosci C przesuwaja si¢ w strong¢ bardzo matej wartosci, ktéra dla 1 = 3 wynosi C=10"
(zob. Fig. 4.2(c,f)).

Chociaz §ledzenie frontu korelacji niesie istotng informacj¢ na temat ewolucji, nie wyznacza
jednak jednoznacznie stozka §wietlnego, tak jak zostat on zdefiniowany we Wprowadzeniu do
tego rozdziatlu (szybki spadek korelacji poza stozkiem). Bardziej odpowiednia metodg do okre-
Slenia stozka przedstawiam w podrozdziale 4.4 dotyczacym analitycznego rozwiagzania modelu.

Aby zrozumie¢ dynamike korelacji na Rys. 4.2(g-1) przedstawitem zalezno$¢ czasowa korela-
cji dla kilku wybranych weziéw o = 0, 1, 4, 16, 64, 256, 500. W rezimie silnego nieporzadku
wzrost korelacji nastepuje jakosciowo w taki sam sposob dla kazdego spinu. Obserwuje si¢ trzy
fazy dynamiki.

Najpierw korelacje rosng wraz z kwadratem czasu,

(4.6) C(t) = At dla t <t

gdzie A, jest zaleznym od numeru wezta (tj. odlegtosci od centrum) wspétczynnikiem propor-
cjonalnosci.

Nastepnie w pewnej chwili czasu ¢, zalezno$¢ czasowa zmienia si¢ w funkcje liniowa,
(4.7) C,(t) = Byt dla ty<t <t
ze wspotczynnikiem kierunkowym B,,. Na koniec, dla t > tga), korelator osiaga stala warto$¢
(wysyca sig),
(4.8) C,(t)=C¥ da £ <t
Jako ze wymaga sig, aby C,,(t) byto funkcja ciagta w czasie mozna znalez¢é chwile przejscia
pomigdzy fazami,

(4.9) to = B, /A,
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oraz
(4.10) ' = c*/B,.

Znalaztem parametry dynamiczne przez dopasowanie odpowiednich funkcji potggowych do na-
stepujacych po sobie reziméw dynamiki (4.6-4.8). Parametry A,, B, oraz C,. sa funkcjami
potegowymi odlegtosci || z catkowitymi badZ wymiernymi wyktadnikami. Zaréwno A, jak
i B, sa odwrotnie proporcjonalne do |o|*, (zob. Rys. 4.3(a,b)). Czas pierwszego przejscia t,
jest niezalezny od odlegtosci [Rys. 4.3(d)]. Poziom wysycenia maleje z odlegtoscia jak 1/|c|"
[Rys. 4.3(c)], natomiast drugi czas graniczny ¢, ro$nie z rozmiarem uktadu jak || [Rys. 4.3(e)].

4.4. Przyblizone rozwiazanie analityczne

W tym podrozdziale podaj¢ przyblizone rozwiazanie analityczne dla funkcji korelacji w jej
trzech fazach. Korzystam tu z wynikéw otrzymanych w rozdziale 2. Chociaz symulacje zostaty
wykonane dla jednorodnego rozktadu energii [e,, € U(—W /2, W /2)], wyprowadzam formuty
réwniez dla rozktadu normalnego energii na wezle o odchyleniu standardowym o [, € N(0, 0)].
Jak dtugo nieporzadek jest silny, stuszne pozostaje przyblizenie centralnego atomu, a obsadzenia
dane sa réwnaniami (2.100), (2.101) oraz (2.105). Obsadzenie centralnego wezta, ktére wyste-
puje we wzorze (4.5) w rezimie silnego nieporzadku jest bliskie jednosci (zob. podrozdziat 2.7)
W celu uproszczenia (4.5) przyblizam |¢o(t)|* ~ 11 otrzymuje

(4.11) Co(t) = 4e ()Y dla a#0.
W prosty sposéb mogg teraz dosta¢ wzory na C,,(t) w kazdej z faz ewolucji.

A. Pierwsza faza ruchu. Wstawiajac (2.100) do (4.11) dostaje si¢

4t?
(4.12) Co(t) = —5 dla t <t,,
o™
co oznacza, Ze pierwszy parametr dynamiczny
4
4.13 Ay = —5
(4.13) i

niezaleznie od wybranego rozkladu prawdopodobienistwa energii. Na Rys. 4.3(a) powyzsza
formute zaznaczytem przerywana linig. Widaé, ze doskonale dopasowuje si¢ ona do wynikéw
symulacji.

B. Druga faza ruchu. Dalej, korzystajac z réwnania (2.101) otrzymuje si¢ funkcje korelacji
w drugiej fazie (liniowej w czasie),

. 87 f(0)

(4.14) CL(t) = t dla ty<t<t\®.
[elhs

Drugi parametr dynamiczny wynosi

8

W dla EQEU(—W/Q,W/Z),

(4.15) B, —
AT dla ¢, € N(0,0).

alal™
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Pierwszy czas przej$cia wyrazony jest doktadnie réwnaniem (2.102), tj. ma postac

QWW dla e, € U /2,W)2),
(4.16) ty —
vr dla ¢, € N(0,0).
g

C. Trzecia faza ruchu (wysycenie). Na koniec korzystajac z réwnania (2.105), znajduje
poziom, na ktérym wysyca si¢ funkcja korelacji dla zadanej wartosci «,

4

W dla EaEZ/{(—W/Q,W/2>,

4.17) C* =

VT €a €N (=W /2, W /2)

olal”
Czas rozpoczecia sig fazy saturacji jest tozsamy z (2.106), tj.

_ Jof®
=
Na Rys. 4.3(c,e) dla duzych wartosci || zauwazalne jest pojawienie si¢ szumu na poczatkowo

(2.106) £

gtadkiej zaleznoSci poziomu wysycenia lub czasu t; od numeru wezla. Jest on spowodowany
niewystarczajaca liczba realizacji nieporzadku w symulacjach. Z prostego argumentu zliczania
rezonanséw znajduje, ze dla ukladu o N = 1001 weztach, W = 200 oraz ;. = 3.5, liczba
realizacji nieporzadku potrzebna, aby chociaz jeden odlegly wezet znalazt si¢ w rezonansie z
weztem centralnym jest rzedu N, ~ 10", jako ze prawdopodobiefistwo rezonansu wynosi w
przyblizeniu V,,/WV.

4.5. Szybkos¢ propagacji — wyznaczenie stozka Swietlnego

W tym podrozdziale wyznaczam predkos$¢ propagacji frontu falowego, korzystajac ze wzo-
réw analitycznych wyprowadzonych w podrozdziale poprzednim. Front falowy korelacji jest
zdefiniowany przez krzywa w plaszczyznie o — t dla ktérej C,,(t) = C. Badam ten front dla
zadanej wartosS¢ korelacji C, ktéra jest osiagana przez spin « czasie t5(||). Wyznaczam ¢
w funkcji numeru wezta, by nastgpnie znaleZ¢ relacje odwrotna |a(tx)|. Bedzie ona miata inna
posta¢ w zaleznoSci od tego, czy C znajduje si¢ w pierwszej, czy drugiej fazie ruchu. Na koniec
prowadzg¢ rozwazania nad brakiem badZ obecnoscia stozka Swietlnego w badanym modelu.

A. Pierwsza faza ruchu. Jesli C znajduje si¢ w pierwszej fazie [rOwnanie (4.6)], czas
potrzebny do osiagnigcia zadanej korelacji wynosi
C
(4.18) te = \/T>|a“.
Musi by¢ on mniejszy od ¢, wyznaczonego w rownaniu (2.102). Propagacj¢ w pierwszej fazie
ruchu okresla relacja odwrotna

or \ "
(4.19) |a(t)|=<\/—5) .
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B. Druga faza ruchu. Gdy C znajduje si¢ w drugiej fazie ruchu [rOwnanie (4.7)], czas
potrzebny na osiagnigcie zadanej korelacji wynosi
W

8

la* dla e, e U(-W/2,W/2),
(4.20) t

Q2
|

%yoﬂ“ dla e, € N(0,0).

Musi by¢ on wigkszy od ¢, a mniejszy do ¢,. Propagacja dana jest przez

1%4@;

4 1/(2p)
<Lf> dla ¢, € N(0,0).
\ oC

Potegowe zaleznosci (4.18) oraz (4.20) zostaty naszkicowane przerywanymi liniami na Rys. 4.2(d-

1/(2p)
<@> dla e, eU(=W/2,IV/2),
4.21) |u(t)] = 4

f) i w sposéb doskonaty dopasowuja si¢ do danych numerycznych. Zmiana trendu propagacji
nastepuje dla pewnego o = «(t;) réwnego

-

A /p
( T ) dla ¢, e U(-W/2,W/2)

WA C

4.22) o —
207 1/u
( ) dla e, € N(0,0).

oV C

C. Stozek swietlny. Wyniki pokazuja, ze propagacja korelacji nigdy nie bedzie wytacznie
balistyczna (|| «c t), tj. o statej w czasie predkosci rozchodzenia sig korelacji. I choé dla p =
1 korelacje propaguja najpierw balistycznie, to po czasie t, zaczynaja rozprzestrzeniac sig¢
dyfuzyjnie (|| oc £'/%). Z drugiej strony, poczatkowa superdyfuzja dla ;1 = 1/2 przechodzi po
czasie t, w dyfuzje balistyczna.

Okreslenie frontu falowego niesie ze sobg istotng informacj¢ o propagacji korelacji. Nie
stanowi jednak dobrej definicji stozka §wietlnego, gdyz nie zadaje granicy obszaru, poza ktérym
korelacje maleja znacznie szybciej niz wewnatrz stozka (zob. Wprowadzenie do niniejszego
rozdziatu). Z postaci frontu falowego nie mozna zatem wyrokowac o granicy Lieba-Robinsona.
Zaproponuje teraz bardziej adekwatng definicj¢ stozka w badanym przeze mnie uktadzie. Korela-
cje maleja wzdhuz tancucha potggowo z odlegtoscia. Mozna jednak wyrézni¢ dwa trendy spadku.
W obszarze wysycenia korelacje maleja wolniej niz w poprzedzajacych ja fazach (por. rwnania
(4.12), (4.14), (4.17) oraz Rys. 4.3(a-c)). Wydaje si¢ zatem naturalnym, aby odgraniczy¢ te
dwa obszary na ptaszczyZnie czasu i odleglosci 1 zdefiniowal stozek §wietlny jako granice
pomigdzy nimi. W tak zdefiniowanym stozku, korelacje poza stozkiem maleja znacznie szybciej
niz wewnatrz niego. Réwnanie stozka otrzymuje sie jako odwrotna do (2.106") okreslajaca czas
t; w funkcji odlegtoci, tj.

(4.23) a(t) = (26)*.
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Powyzszy wzor pozwala wyznaczy¢ predko$¢ rozchodzenia sig¢ korelacji. W szczegdlnym
przypadku p = 1 jest ona stata i wynosi 2 (2.Ja/h w jednostkach fizycznych, gdzie a jest stata
sieciowa). Faza wysycenia, w ktdrej korelacje maleja wolniej niz poza nia, zostaje osiagnigta w
czasie wprost proporcjonalnym do odlegtosci od centrum. Dla p > 1 predkos¢ rozchodzenia sig¢
informacji jest zawsze malejaca, potegowa funkcja czasu.

4.6. Granica stabego nieporzadku i braku nieporzadku

Jako pierwsze uzupetnienie do powyzszych rozwazan, w tym podrozdziale zajmuj¢ si¢
dynamika korelacji w uktadzie o stabym nieporzadku oraz w granicznym przypadku uktadu
wolnego od nieporzadku.

Na Rys. 4.4 przedstawiam wyniki numerycznych symulacji dla uktadu z niewielkim niepo-
rzadkiem (W = 2.0, 0.2) oraz wolnego od nieporzadku (I¥ = 0). Na panelach (g)-(f) mozna
dostrzec, ze ewolucja przebiega teraz w dwdéch nastgpujacych po sobie etapach, tj. kwadratowe;j
w czasie, a nastgpnie od razu wysycenia, czyli z pominigciem Srodkowej fazy (liniowej w czasie)
obecnej jedynie w uktadach o silnym nieporzadku. Poczatkowy kwadratowy wzrost w czasie
wystepuje takze w uktadzie wolnym od nieporzadku (panel (h)). Jest to fundamentalna wtasnos¢
modeléw z oddziatywaniem typu 1/r", co mozna takze pokazaé, korzystajac z krétkoczasowego
rachunku zaburzen (zob. np. [37]). Nieobecnos¢ srodkowej fazy mozna wyttumaczy¢ przez
odniesienie si¢ do wzoru (4.16) okreSlajacego czas t, rozpoczgcia si¢ Srodkowej fazy. Jest on
odwrotnie proporcjonalny do wielkosci nieporzadku. Dla niewielkich wartosci W przekracza on
czas tga) rozpoczgcia trzeciej fazy, tak ze ewolucja zdazy wysycic si¢ w czasie krétszym niz ¢,.

Dla uktadu wolnego od nieporzadku dynamika uktadu dazy do jednorodnego roztozenia
obsadzeri na weztach, tj. |c,(0)|> = 1/N, dla kazdego . Funkcja korelacji (4.5) przyjmuje
postaé

—, dla «a # 0,
N
(4.24) C,(t > ) =

4 1
R (5 la a=0.
N< N)’daa 0

Powyzsze oszacowanie zostalo zaznaczone na Rys. 4.4(h,i) czarnymi kropkowanymi liniami.
Jednakze nawet dla niewielkiego nieporzadku W = 0.2 oraz ;4 = 1 korelacje wciaz znaczaco
odbiegaja od powyzszych formul. Odbiegaja jednak takze od wynikéw pochodzacych z modelu
centralnego atomu narysowanymi linia przerywana (zob. Rys. 4.4(h)). Wraz ze zmniejszaniem
si¢ sily nieporzadku, poziom saturacji zbiega do (4.24), natomiast coraz bardziej odbiega od
wynikow modelu centralnego. Znajduj¢ réwniez czas téo‘) rozpoczecia fazy wysycenia w ukladzie
wolnym od nieporzadku,

(4.25) £ =

ktéry rosnie szybciej z odlegtoscia niz tgo‘) w silnie niejednorodnym uktadzie, ale nie oznacza to,

ze go przekracza, zwlaszcza dla p < 2, gdzie maksymalny czas t§°‘) ro$nie szybciej z rozmiarem

uktadu od £{%.
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4.7. Réwnowazne podejScie: entropia splatania

Jako kolejne uzupetnienie do wczesniejszych podrozdziatéw pokazuje tutaj, ze propagacije
korelacji mozna rozwazaé, nie tylko badajac dwupunktowa funkcj¢ korelacji, ale réwniez w kate-
goriach entropii von Neumanna, ktdra jest miara informacji kwantowej. Nalezy znaleZ¢ stopien
splatania pomigdzy pewnym wezlem « a reszta uktadu, korzystajac z entropii von Neumanna

(4.26) S=—-Trplnp,

gdzie p = |UX V| jest macierza gestosci uktadu a stan uktadu |U) jest zadany przez réw-
nanie (2.4) oraz (2.5). W celu znalezienia splatania pojedynczego wezta z reszta tancucha
przeprowadzam najpierw dekompozycj¢ Schmidta stanu |¥),

() =) [T Dpsa @ 1 + D st 1L Dpra ® D,

B#a

:Ca(t) |T T>ﬁ;éoz X |l>o¢

(4.27) /1= lea®F Y Cﬁ—(t)m b Dpra ® D

gdzie
T>5¢a ® ’ T>ﬂ

Ba
oraz

1l Dpra = & 1D, ® 15

y#E,B

W drugim cztonie w (4.27) wyciagnatem czynnik 4/1 — |ca(t)\2 przed sume, aby zapewnic
unormowanie wspétczynnikéw Schmidta, ktére wynosza odpowiednio ¢, () dla podsystemu

bedacego pojedynczym spinem o oraz 4/ 1 — ¢, (t)|? dla reszty aricucha. Ostatecznie entropia
von Neumanna przybiera postaé

Salt) == (1= lea®OF) In(1 = lea(®)]*) = lea ()] In(lea(®)])
~ Jea(®)F,

gdzie ostatnie przyblizenie jest stuszne w rezimie silnego nieporzadku i dla o # 0. Otrzymana en-

(4.28)

tropia von Neumanna okresla iloSciowo splatanie wezta o numerze « z reszta uktadu. Zalezy ona
wylacznie od obsadzenia danego wezta, podobnie jak funkcja korelacji w (4.11). Spodziewane
jest zatem jakoS§ciowo identyczne zachowanie si¢ S, (t) i C,(t).

Istotnie, Rys. 4.5 pokazuje, ze obliczona numerycznie entropia odtwarza jakoSciowo te
same efekty, co funkcja korelacji (por. Rys. 4.2). Wzrost entropii na wezle przebiega w trzech
fazach czasowych, kwadratowej w czasie, liniowej i wysycenia. Logarytmiczna zalezno$¢
entropii od obsadzenia wezta nie wptywa znaczaco na potggowe zaleznosSci czasowe S, (t)
jesli nieporzadek jest duzy [Fig. 4.5(g-)]. Korzystajac z modelu centralnego atomu, mozna
przeprowadzi¢ rozumowanie podobne do tego w podrozdziatach 4.4 1 4.5. W istocie, w granicy
wysokiego nieporzadku jedyna réznica pomigdzy C,(t) i S,(t) bierze si¢ z czynnika ,,4” w
roéwnaniu (4.11) [poréwnaj z r6wnaniem (4.28)].
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4.8. Dyskusja

Propagacja korelacji obliczona w podrozdziale 4.5 zmienia si¢ w zaleznosci od tego, czy
zadana wartoS$¢ korelacji znajduje si¢ w pierwszej, czy w drugiej fazie korelacji. Charakter
propagacji zmienia si¢ po czasie t,, kiedy to nastepuje zmiana fazy ruchu. Jest to widoczne
na Rys. 4.2(d-f), gdzie narysowalem czas potrzebny do osiagnigcia zadanej wartosci korelacji
w zalezno$ci od odlegtosci od centrum taricucha.

W szczeg6lnym przypadku p = 1 propagacja zaczyna si¢ od ruchu balistycznego (o (t) oc t),
a nastepnie zmienia si¢ w standardowa dyfuzje (a(t) oc v/t). Dla wyzszych wartosci ;1 pierwsza
faza ruchu pozostaje zawsze subbalistyczna (dla ¢ > 2 subdyfuzyjna), natomiast druga faza
propagacji jest zawsze subdyfuzja. Mozna tutaj zada¢ rowniez pytanie o wptyw skoficzonego roz-
miaru uktadu na dynamikg korelacji. Poziom wysycenia korelacji (a wigc 1 obsadzenie weziow)
maleje jak 1/r dla = 1. W granicy termodynamicznej suma obsadzeni jest zatem rozbiezna
i mozna oczekiwadé, ze model zatamuje si¢ dla pewnego (duzego) rozmiaru uktadu. Niemniej
jednak nalezy zauwazyc¢, ze czas rozpoczgcia fazy wysycenia ro$nie proporcjonalnie z rozmiarem
uktadu ¢, ocr. Nieskonczony czas t; w granicy termodynamicznej implikuje, ze wzrost korelacji
utrzymuje si¢ w drugiej fazie ewolucji [Eq. (4.7)]. Oznacza to rozklad obsadzen wzdtuz wezta
malejacy jak 1/ 2, co zapewnia dobra zbieznos¢ sumy obsadzer.
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Rys. 4.2. (a-c) Mapa czasowej ewolucji wartosci bezwzglednej funkcji korelacji |C,,(¢)]
(zob. réwnanie (4.2)) dla kazdego spinu w taiicuchu. Kolor odpowiada wartoSciom funkcji
korelacji jako funkcji numeru wezta oraz czasu dla trzech ré6znych zasiggéw oddziatywania
zadanych przez wyktadnik o = 1.0, 2.0, 3.0. Linia kropkowang zakreSlono obszar stozka Swietl-
nego danego przez czas t, (zob. Rys. 4.3(e) oraz réwnanie (2.106")). Dodatkowo przerywanymi
liniami zaznaczono fronty propagacji (po jednym na kazdym z rysunkow), tj. zaleznos¢ ¢ (|a|)
dla wybranych wartosci korelacji C,, (t) = C, podanej w prawym gérnym rogu kazdego z ry-
sunkéw. (d-f) Fronty falowe narysowane w skali podwojnie logarytmicznej dla trzech r6znych
wartosci C. Osie zostaly obrécone wzgledem (a-c) dla lepszego przedstawienia trendu propagacji.
Przerywanymi liniami zaznaczono analityczne formuly (4.19) oraz (4.21) otrzymane z wyko-
rzystaniem modelu centralnego atomu. (g-i) |C, (%)

w funkcji czasu dla wybranych atoméw
a=0,1, 4, 16, 64, 256, 500. Widoczna jest potréjna dynamika ewolucji t* — ¢ — const.
(zob. podrozdziat 4.3). Wyniki otrzymane z symulacji modelu centralnego atomu zostaly naszki-
cowane liniami przerywanymi. Zrddto: adaptacja rysunku z pracy [23].
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Rys. 4.3. Parametry dynamiczne ewolucji korelacji w funkcji odlegtosci od cen-
tralnego spinu (a) Wspétczynnik proporcjonalnosci A, dla zaleznosci oct?, zob.
réwnanie (4.6); (b) Wspotczynnik proporcjonalnosci B, dla rezimu oct, zob. row-
nanie. (3.5); (c) Poziom wysycenia korelacji C., zob réwnanie. (3.7); (d) Czas
przejscia téa) pomigdzy rezimem kwadratowym a liniowym; (e) Czas przejsScia
tga) pomigdzy rezimem liniowym i wysyceniem. na kazdym z rysynkéw naszki-
cowano analityczne zalezno$ci otrzymane przy uzyciu modelu centralnego atomu.
Dopasowuja si¢ one do danych numerycznych. Wyjatek stanowi zmiana trendu

w C® and t\*). Zrédto: [23].
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Rys. 4.4. (a-c) Mapa czasowej ewolucji funkcji korelacji |C,,(t)| (zob. réwnanie (4.2)) dla kaz-
dego spinu w uktadzie o N = 1001 weztach, zasiggowi oddziatywania zadanego przez wyktadnik
i = 1 oraz dla trzech ré6znych wartoSci sity nieporzadku W = 2, 0.2, 0. Kreskowana linig za-
znaczono front propagacji okreslony przez C,(t) = C, gdzie warto$¢ C podana jest w prawym
gérnym rogu kazdego z paneli. Te same fronty falowe zostaly narysowane w panelach (d-f)
w skali podwdjnie logarytmicznej, gdzie linia przerywana odpowiada analitycznym rezultatom
otrzymanym w podrozdziale 4.5 (zob. réwnanie. (4.18)) Osie zostaly zamienione wzglgdem (a-c),
aby lepiej reprezentowaty propagacj¢. Dodatkowo w (¢) zaznaczono stozek §wietlny zdefinio-
wany przez czas rozpoczecia fazy saturacji w uktadzie wolnym od nieporzadku (zob. rownanie
(4.25)). (g-1) |C,(t)| w funkcji czasu dla atoméw o = 0, 1, 4, 16, 64, 256, 500. Przerywanymi
liniami zaznaczono numeryczne rozwiazania dla modelu centralnego atomu. Liniami kropkowa-
nymi w panelach (h) oraz (i) oznaczono graniczne wartosci Cy(o0) oraz |C,(20)| (takie same
dla kazdego o) w ukladzie wolnym od nieporzadku (por. réwnanie. (4.24)). Zrédto: adaptacja
rysunku z pracy [23].
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Rys. 4.5. (a-c) Mapa czasowej ewolucji entropii splatania S, (¢) (zob. réwnanie (4.28)) dla
kazdego ze spinéw w uktadzie N = 1001 spinéw o szerokosci rozktadu energii W = 200. Kolor
odpowiada wartosciom S, (t) jako funkcji numeru wezta oraz czasu dla trzech réznych zasiggéw
oddziatywania (zadanych przez wyktadnik 4 = 1.0, 2.0, 3.0). Dodatkowo przerywanymi
liniami zaznaczono fronty propagacji, tj. zaleznos¢ ¢3(|«|), dla pewnej wartosci entropii S, (t) =
S, ktérej warto$¢ znajduje si¢ w prawym gérnym rogu kazdego z wykreséw. Odpowiadaja
one wartosciom S dla wykreséw (d-f), gdzie fronty falowe zostaly przedstawione w skali
podwdjnie logarytmicznej dla trzech r6znych wartosci S. (g-1) Entropia S, (t) jako funkcja czasu
dla wybranych atoméw a = 0, 1, 4, 16, 64, 256, 500. Widoczna jest potrdjna dynamika

ewolucji t* — t — const. (por. podrozdziat 4.3). Zrédto: adaptacja rysunku z pracy [23).






ROZDZIAt 5

Dyfuzja ekscytonu w dwuwymiarowym zespole kropek kwantowych

Ostatni rozdzial mojej rozprawy posSwigcam zbadaniu dynamiki ekscytonu w realistycz-
nym uktadzie kropek kwantowych, z jakim spotyka si¢ w swojej pracy fizyk eksperymentalny.
Dotychczasowe rozwazania miaty bowiem charakter modelowy. W istocie dotyczyty zbadania
wlasciwosci konkretnego kwantowego modelu sieciowego oraz dynamiki pojedynczej czastki
poruszajacej si¢ w ukladzie opisywanym przez ten model. Dwuwymiarowy zespét kropek
kwantowych stanowi dobry przykiad realistycznego uktadu, do ktérego stosuja si¢ modelowe
rozwazania poprzednich rozdziatow.

5.1. Wprowadzenie

Dwuwymiarowe zespoty kropek kwantowych stanowig przyktad zbioru dwupoziomowych
emiteréw kwantowych, w ktérych zachodzi zjawisko koherentnej emisji fali elektromagnetycz-
nej, nazywane zjawiskiem superrradiancji. Pierwsza obserwacja transferu energii w kwantowym
gazie atomoéw zostata dokonana w eksperymencie Cario i Francka [56] w 1922 r. Ponad 30 lat
pozniej w roku 1954 amerykanski fizyk Robert H. Dicke [57] opisal teoretycznie koherentng
emisj¢ promieniowania z kwantowego gazu, ktéra mozliwa jest zarowno w przypadku gdy
dlugosci fali emisji przekracza rozmiary uktadu (co pozwala na korzystanie z tzw. przyblizenia
dipolowego), jak 1 gdy rozmiar uktadu przekracza dtugos¢ fali promieniowania. Koherencja
emitowanej fali elektromagnetycznej Swiadczy o istnieniu sprze¢zenia pomigdzy poszczegdlnymi
emiterami. Emisja z zespotlu nie jest zwykla suma emisji poszczegdlnych atoméw badz cza-
steczek gazu. Wzbudzony pojedynczy emiter wypromieniowuje falg o odpowiedniej dtugosci,
oprdzniajac si¢ przy tym wyktadniczo (tj. obsadzenie emitera maleje wyktadniczo). W przypadku
dwdéch emiteréw sytuacja staje sig¢ iloSciowo i jakoSciowo rézna. Jesli pierwsza czastka zostaje
wzbudzona (obsadzona), a druga pozostaje w stanie podstawowym, po odpowiednio dlugim
czasie obsadzenie obu czastek roztozy si¢ po rowno. Towarzyszy¢ temu bgdzie rowniez emisja
fotonu. Taka sytuacja Swiadczy o wystgpowaniu sprz¢zenia pomigdzy emiterami, ktére bierze si¢
z oddziatywania ze wspdlnym rezerwuarem elektromagnetycznym. Oddziatywanie to nazywa si¢
sita dyspersyjna badz sprzezeniem Forstera od nazwiska niemieckiego fizyka Theodora Forstera,
ktéry w 1959 r. wygtlosit przed cztonkami Towarzystwa Faradaya' swé6j stynny wyktad [58]
wprowadzajacy na temat transferu wzbudzen elektronowych w uktadach kwantowych. Dalsze
rozwazania efektu kolektywnej emisji byty prowadzone przez R. H. Lehmberga, ktéry formutuje
0g6blng teori¢ emisji od N atoméw [2] w przypadku gdy rozmiary uktadu jako cato$ci moga

1Ang. Faraday Society — Brytyjskie Towarzystwo zrzeszajace naukowcéw zajmujacych si¢ chemia fizyczna
zalozone w 1903 r. i nazwane na cze$¢ Michaela Faradaya, jednego z ojcéw elektromagnetyzmu. Towarzystwo
dziatato samodzielnie do 1980 r., po czym zostalo ztaczone z innymi organizacjami naukowymi dziatajacymi w

Zjednoczonym Krdlestwie.
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znacznie przekraczaé dlugo$¢ emitowanej fali, wyprowadzajac przy tym postaé sprzezenia po-
migdzy atomami, ktére ma charakter sumy trzech oscylujacych cztonéw, malejacych z pewna
potega odlegtosci (zob. réwnania (5.6) oraz (5.7)).

W tym rozdziale rozwazam dwuwymiarowy uktad samorosnacych kropek kwantowych.
Zjawisko superradiancji zostato zaobserwowane eksperymentalnie w takim uktadzie [59] oraz
byto analizowane teoretycznie [19, 20]. Pobudziwszy maty obszar mesy, na ktdrej znajduja si¢
kropki, zbiera si¢ sygnat fotoluminescencji z poszerzonego obszaru wzglgdem powierzchni
obszaru, na ktory pada fala pobudzajaca [60]. Sugeruje to wystepowanie transferu wzbudzenia
pomigdzy kropkami. Jak jednak pokazano w [60] efekt ten jest silniejszy dla zespotéw kropek o
mniejszej gestosci powierzchniowej. Za transfer nie moze wigc odpowiadaé przekrycie funk-
cji falowych pomigdzy kropkami. Dobrym kandydatem na oddziatywanie migdzy kropkami
pozostaje sita dyspersyjna zaproponowana w [1-3], ktéra odpowiedzialna jest za kolektywna
emisj¢ z zespotu kwantowych emiteréw. W ramach niniejszego rozdzialu badam, jak wzbudzenie
rozchodzi si¢ wewnatrz uktadu kropek, przyjmujac skoriczony czas zycia ekscytonu, co prowadzi
do luminescencji. Wyniki tutaj przedstawione bgda przypominac rezultaty rozdziatu 3, gdzie
rozwazalem dyfuzje wzbudzenia na regularnej sieci w terminach Sredniego przemieszczenia
kwadratowego. R6zni¢ si¢ beda jednak w kilku istotnych kwestiach. Po pierwsze, posta¢ sprz¢ze-
nia V, 5 pomigdzy kropkami przyjmuje teraz bardziej ztozona tréjczionowa postac o oscylujacym
charakterze. Zmianie ulega réwniez rozmieszczenie emiterOw. Naturalnie samorosnace kropki
kwantowe rozmieszczone sa losowo na mesie, nie za$ na regularnej sieci. Dodatkowo ekscy-
ton w kropce ma skoniczony czas zycia, co nalezy uwzgledni¢ w obliczeniach. Pokazuje, ze
oryginalnie tréjcztonowe i oscylujace sprzgzenie daje si¢ sprowadzi¢ do prostej formy oc 1/r w
rezimie duzych rozmiaréw ukladu, tzn. wszystkie efekty zostaja jakoSciowo odtworzone przy
przyjeciu takiej uproszczonej postaci sprzgzenia. Wykorzystuje przy tym rezultaty poprzednich
rozdziatéw rozprawy, znajdujac podobnie jak poprzednio przyblizone rozwiazanie analityczne.
Wykazuje réwniez, ze losowe rozmieszczenie kropek nie wptywa znaczaco na odstgpstwo od za-
prezentowanej w rozdziale 3 dynamiki kwaziczastki. Postugujac si¢ przyblizonym rozwigzaniem
analitycznym, znajduj¢ parametry dynamiczne dyfuzji w ukladzie ze ztozona forma sprzg¢zenia
pomigdzy kropkami oraz losowym rozmieszczeniem kropek na kotowej mesie. Uwzglednienie
dyssypacji w uktadzie wiaze si¢ ze zmiang metody obliczen. W symulacjach wyidealizowanego
uktadu o nieskoniczonym czasie zycia ekscytonu korzystam w dalszym ciagu z doktadnej diago-
nalizacji hamiltonianu (zob. Dodatek A). Porzucam jednak t¢ metodg¢ na rzecz metody symulacji
stochastycznych, kiedy konieczne staje si¢ uwzglednienie rekombinacji ekscytonu.

Organizacja niniejszego rozdziatu jest nastgpujaca. W podrozdziale 5.2 wprowadzam badany
przeze mnie uktad 1 model, ktérym jest opisywany wraz z r6wnaniem ruchu. Nastgpnie w podroz-
dziale 5.3 przedstawiam metod¢ symulacji stochastycznych (in. metoda skokéw kwantowych lub
metoda Monte Carlo dla funkcji falowej) pozwalajaca na uwzglednienie dyssypacji w uktadzie.
Nastepnie w podrozdziale 5.4 prezentuje wyniki symulacji zaprezentowanego wczesniej modelu,
postugujac si¢ Srednim przemieszczeniem kwadratowym oraz mapa obsadzenh w funkcji odle-
gtosci od centrum wzbudzenia. Poréwnuje uktad podlegajacy dyssypacji z wyidealizowanym
uktadem o nieskoficzonym czasie zycia ekscytonu. W podrozdziale 5.5 przystosowuj¢ ogdlne
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Opis Symbol Warto§¢ Jednostka
Szybko$¢ emisji spontanicznej Iy 1.0/0.39 ns™*
Rezonansowa dtugos¢ fali (w prézni) A 479 nm
Wspoétczynnik zatamania Nyofr 2.6 -

Gestos¢ powierzchniowa kropek P2 0.001 nm™?
Minimalna Srednica kropki yin 10 nm
Zasigg oddziatywania krétkozasiggowego To 15 nm

Tablica 5.1. Parametry materialowe kropek kwantowych.

analityczne wyprowadzenia otrzymane w 3.3 oraz do petlnego modelu opisujacego realistyczny
uktad. Na koniec, w podrozdziale 5.6 dyskutuje otrzymane wyniki.

5.2. Opis ukladu oraz wykorzystywanego modelu

Badany przeze mnie uktad sktada si¢ z N samorosnacych kropek kwantowych ztozonych
z CdSe/ZnSe (selenek cynku domieszkowany selenkiem kadmu), rozmieszczonych losowo
na kotowym obszarze o promieniu R w ptaszczyznie prostopadtej do kierunku wzrostu, co
odpowiada strukturze mesy wykorzystywanej w eksperymentalnym badaniu kropek kwantowych
(por. Rys. 3.1(b)). Powierzchniowa ggsto$¢ kropek p, jest stata. Rozmiar uktadu rosnie wraz
z liczba kropek, tj. N = p,mR”. Gesto$é p, oraz inne parametry materialowe sa wypisane
w Tabeli 5.1. Modeluje kropke kwantowa jako uktad dwupoziomowy, tj. poza stanem podstawo-
wym rozwazam tylko jeden z dwdch najnizszych jasnych stanéw wzbudzonych w powtoce s
przez pobudzanie §wiattem spolaryzowanym kotowo (prawoskretnie badZ lewoskretnie). Srednia
energia wzbudzenia kropek opartych o selenek cynku (ZnSe) 1 selenek kadmu (CdSe) wynosi
okoto 2 eV, a jej niejednorodnos¢ moze osiagac kilkadziesiat meV. Natomiast odlegtos¢ do
kolejnego stanu energetycznego w powloce p jest rzgdu 100 meV.

Fundamentalna energia wzbudzenia dla kropki o indeksie a oznaczam jako E, = E + ¢,
gdzie E jest §rednia energia przejscia dla zespotu kropek, natomiast €, jest odchyleniem od $red-
niej, o ktérym przyjmuje, ze pochodzi z rozktadu normalnego o zerowej sredniej i wariancji o2,
. E, ~ N(E,0).

W przypadku gdy liniowy rozmiar uktadu 2R jest znacznie mniejszy niz dtugos¢ fali pro-
mieniowania elektromagnetycznego, z ktérym oddziatuje uktad, mozna stosowac przyblizenie
dhugofalowe, w ktérym potencjat wektorowy A(r,,t) oraz skalarny U(r,,t) moga by¢é przybli-
zone pierwszym rzgdem rozwinigcia w szereg Taylora co prowadzi do cztonéw zawierajacych
momenty dipolowe d, = q,7,. Zaniedbuje si¢ przy tym czlony wyzszych rzgdow nazywane
multipolowymi. W takim przypadku mozna traktowac uktad ztozony z wielu tadunkéw jako
pojedynczy dipol i stad to przyblizenie nazywa si¢ przyblizeniem dipolowym. Gdy jednak rozmiar
uktadu jako catosci staje si¢ porownywalny badz przekracza dtugos¢ fali, przyblizenie dipolowe
przestaje by¢ stuszne. Uogdlnienie mozliwe jest dzigki transformacji Powera-Zienau’a-Woolley’a
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(PZW) [61], ktora przeksztatca hamiltonian sprzgzenia minimalnego do postaci poprawnej, gdy
rozmiar uktadu przekracza dtugos¢ fali promieniowania®. Po transformacji PZW otrzymuije sie

1 N—-1
(5.1) H = Hy + > hwybl by — — > d, -D(r,),
3 07 o=

gdzie pierwszy czlon to hamiltonian (sztucznych) atomow,

N-1

(5.2) H, = ) €sala,,
a=0

al (a) jest operatorem kreacji (anihilacji) ekscytonu w kropce o indeksie «, bL 5, (bgy) jest ope-
ratorem kreacji (anihilacji) fotonu o energii Aw;,. Ostatni czton w (5.1) odpowiada za sprz¢zenie
pomiegdzy falg elektromagnetyczna a kropkami kwantowymi, z ktérych kazda jest traktowana
jako punktowy dipol; d, = da, jest operatorem dipolowym dla kropki o indeksie «, nato-
miast pole przemieszczenn D(r,,) zostaje wyrazone w terminach fotonowych operatoréw kreacji
i anihilacji,

[ hege,wy . .
(53) =1 Z ZV kek)\bk)\e h.C.

Ten ostatni czton hamiltonianu pochodzi bezposrednio z transformacji PZW.

Stan uktadu opisywany jest macierza gestosci p = | WX ¥|. Poniewaz badany uktad fizyczny
jest uktadem otwartym, niemozliwe jest postugiwanie si¢ réwnaniem na funkcje falowa. Aby zna-
lez¢ ewolucje stanu uktadu, nalezy znalez¢ rownanie ruchu dla macierzy gestosci. Aby tego
dokona¢, wyprowadza si¢ najpierw réwnanie ruchu wedtug schematu podanego w [2] dla do-
wolnego operatora (), bedacego kombinacja operatoréw atomowych. Ewolucja operatora Q(¢)
rzadzi hamiltonian H, ktéry wyrazony jest zaroOwno przez operatory atomowe jak i fotonowe.
Najpierw znajduje si¢ ewolucje operatoréw fotonowych by, (¢), bL ,(t) 1 wyraza je przez operatory
atomowe. Dzigki temu pozbywa si¢ operatorow fotonowych z réwnania na )(t). Nastepnie
pomija si¢ cztony pozarezonansowe oraz przesunigcia energii powodowane promieniowaniem
a na koniec dokonuje si¢ przyblizenia Markowa. W ten sposob dostaje si¢ rOwnanie na ewolucje
obserwabli (Q)(t)), gdzie (... ) jest Sredniag kwantowomechaniczna. Ostatecznie wyprowadzone
rownanie zapisuje si¢ w obrazie Schrodingera dla zredukowanej macierzy gestoSci uktadu kropek.
Przyjmuje ono postaé

. { 1
(54) p= _ﬁ [H07p] + Zraﬁ laapag - 5 {aTﬁaomp}] )
a,B
gdzie
(5.5) Hy=H t+2vﬁ atag

2Transformacja PZW oryginalnie transformuje czton klasycznego lagrangianu odpowiedzialny za oddziatywanie
tadunkéw z polem przed dodanie pochodnej czasowej pewnej funkcji zaproponowanej przez Powera, Zienau

oraz Woolleya.
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jest hamiltonianem, ktdry rzadzi unitarna ewolucja stanu |¥). Drugi czton w (5.5) odpowiada
sprzgzeniom pomigdzy kropkami, ktérym posredniczy wspdlny rezerwuar elektromagnetyczny
promieniowania (sita dyspersyjna [1-3] wspomniana we Wprowadzeniu do tego rozdziatu),

(5.6) VEY = —hDyG (Korag) -

[}

Ty = 1/7 = |dy|*k3 /(3me e, ) jest prawdopodobiefistwem spontanicznej emisji (tj. rekombinacii)
na jednostke czasu, gdzie 7 jest czasem wyktadniczego zaniku wzbudzenia; ky = 271,/ =
Neete 2/ (AC), gdzie c jest predko$cia Swiatta w prézni, natomiast ., = /&, jest wspétczynni-
kiem zalamania Swiatta sztucznego atomu. Sprzezenie ma charakter funkcji dalekiego zasiegu
i zmienia si¢ z odlegtoscia jak

_3|ch] cosxT 9ldy| -3 (sinx cosx)

+
4 xXr 4 x2 ;1;3

(5.7 G(z) =

gdzie d, oraz d | sa sktadowymi wersora 020 = d,/d, odpowiednio prostopadtymi i rtéwnolegtymi
do r,. Drugi czton w rownaniu (5.4) odpowiada za dyssypacje wynikajaca ze skonczonego
czasu zycia ekscytonu, a wigc rOwniez skoniczonego czasu emisji promieniowania. Element
macierzowy I, 5 = Rl F(kor,s), gdzie

3|d,|sinz  9d,|—3 [cosz sinz
T2 2 ( 2T ,8 ) '

x x
Przy zatozeniu, ze wzbudzane sa jedynie ekscytony cigzkodziurowe,

(5.8) F(z)

1

(5.9) dy = +i
. 0 \/i T |>

0

zatem |d | |* = |cZ|| |> = 1/23 i funkcje G(z) i F(z) przyjmuja postaé

3 /fcosx sinx coszx
5.7 G = ——
57) )= -3 (224 L 4 1)
oraz

3 /sinx cosx sinx
5.8 F = - — .
58) )= 3 (Re ot )

Postugujac si¢ przedstawionym modelem, autorzy w [20] pokazuja, ze nat¢zenie luminescencji
jest proporcjonalne do

(5.10) I(t)= YT,y Tr <p(t)aga6).
a,p

Jako ze ewolucja uktadu nie jest unitarna, niemozliwe jest znalezienie stanu uktadu przez
doktadng diagonalizacj¢ hamiltonianu. Réwnanie ruchu (5.4) mozna scatkowaé numerycznie,

3Wida¢ to fatwo, gdyz
dj = (do ' faﬁ) Top
podstawiajac za 7,3 = (z,9,0)/4/ 2?4 y2 oraz CZO zgodnie z réwnaniem (5.9) a nastepnie liczac dtugosé do kwa-
dratu otrzymuje sig¢ |CZH 1> =1/2.
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jednak ztozonos$¢ obliczeniowa takiego rozwiazanie jest duza i ogranicza mozliwo$¢ badania
wigkszych uktadéw. W nastgpnym podrozdziale zostanie przedstawiona rOwnowazna metoda
rozwigzania réwnania ruchu, ktéra w znacznym stopniu redukuje zuzycie pamigci komputera
1 pozwala na symulowanie duzych uktadéw.

5.3. Metoda skokéw kwantowych

W tym podrozdziale opisuj¢ stosowang przeze mnie metodg symulacji stochastycznych nazy-
wang réwniez metoda Monte Carlo dla funkcji falowej (ang. Monte Carlo wave function method)
w celu rozwiagzania réwnania ruchu (5.4). Podazam tutaj za sposobem prezentacji tej metody
zaproponowanym w [20]. Przez skok kwantowy nalezy tutaj rozumie¢ rekombinacj¢ promie-
nista wynikajaca ze skoniczonego czasu zycia ekscytonu. Nalezy napisa¢ rOwnanie ruchu (5.4)
w réwnowaznej postaci

(5.11) p=—1 <Heﬁc,0 . pﬂjﬁ) 4 ;Fiaipaz,
gdzie
h
_ T
(5.12) Hy = Hy + Zgﬁ]raﬁaﬁaw

jest niehermitowskim hamiltonianem, ktéry rzadzi ewolucja uktadu do momentu skoku, T'; sa
warto$ciami wiasnymi macierzy I', 3 0 wektorach wtasnych wu,, (pierwszy indeks numeruje stan,
natomiast drugi indeks — kolejne sktadowe wektora), tj.

(5.13) D uiaLaguss = Tidi;.

aff

Istota metody skokéw kwantowych jest zastapienie rownanie ruchu na macierz gestosci przez
proces stochastyczny, w ktérym rozwaza si¢ ewolucjg¢ wektora stanu | W) w sposéb ciagly wzdtuz
pewnej trajektorii w przestrzeni Hilberta wedlug réwnania

(5.14) ih% S = Hoyg |0

gdzie raz na jakis czas wystgpuje skok (nieciagto$¢ w procesie), co pociaga za soba transformacjg
stanu uktadu wedtug wzoru

AT
(5.15) ) N b

gdzie
(5.16) G = ) | Uigla.

W zadanym uktadzie skok odpowiada promienistej rekombinacji pojedynczego ekscytonu. Dalsza
ewolucja po skoku nie jest mozliwa. W og6lnosci jednak metoda pozwala na symulacje uktadow
o kilku ekscytonach. Trzeba przy tym pamigtaé, ze rozmiar przestrzeni Hilberta ro§nie wraz
z liczbg ekscytonéw X, .., jak N!/(N — X, .m)!. Zwigkszajac liczbe wzbudzeri w uktadzie,
utrudnione staje si¢ rozwazania duzych uktadéw z powodu rosnacej ztozonosci obliczeniowe;.
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Czas oczekiwania na kolejny skok jest zmienng losowa o dystrybuancie®

(5.17) F(t) = 1 - (U (0))

Wzgledne prawdopodobienstwo, ze skok bedzie miat miejsce, wynosi [20]
__Diu@)a)alv(t)

U STy

Numeryczna implementacja metody skokéw kwantowych dla pojedynczego wzbudzenia (a wigc

(5.18)

i pojedynczego skoku) polega na numerycznym catkowaniu ewolucji uktadu zadanej przez (5.14),
gdzie przy kazdym kroku czasowym sprawdza si¢, czy norma {¥(¢)|¥(¢)) nieunormowanej
funkcji falowej |W(¢)) nie osiaga pewnej pseudolosowej liczby = pochodzacej z jednostajnego
rozktadu prawdopodobieristwa z ~ 1/(0, 1). Wykonuje N,,,, symulacji dla zadanej liczby kropek
oraz zadanej wartosci nieporzadku, gdzie przy kazdej realizacji zmieniaja si¢ losowe energie
wzbudzenia na kazdej z kropek, losowe potozenia kropek oraz liczba z.

5.4. Wyniki symulacji numerycznych

W tym podrozdziale prezentuj¢ wyniki symulacji numerycznych modelu przedstawionego
w podrozdziale 5.2 za pomoca metody skokéw kwantowych wprowadzonej w podrozdziale 5.3
dla uktadu z dyssypacja energii. Rownolegle, przedstawiam wyniki symulacji dla wyidealizo-
wanego uktadu o nieskonczonym czasie zycia ekscytonu. Rezultaty beda jakosciowo podobne
do przedstawionych uprzednio w rozdziale 3. Potréjna dynamika §redniego przemieszczenia
kwadratowego zostaje odtworzona pomimo bardziej ztozonej postaci potencjatu (5.6) o oscyluja-
cym charakterze 1 losowego rozmieszczenia kropek. Skonczony czas zycia ekscytonu prowadzi
do iloSciowej zmiany dynamiki dyfuzji oraz skutkuje w ustaniu ewolucji w pewnej chwili czasu.

A. Potréjna dynamika dyfuzji. Na Rys. 5.1 przedstawiam Srednie przemieszczenie kwa-
dratowe (3.2) w funkcji czasu dla r6znych wartosci rozmiaru uktadu i sity nieporzadku. Dyfuzja
przebiega w trzech nastgpujacych po sobie fazach (por. podrozdziat 3.2B).

Ewolucja rozpoczyna si¢ od ruchu balistycznego ze stalg predkoscia v (por. réwnanie (3.4)),

(5.19) GP)y =0 dla t <t

Nastgpnie w pewnej chwili czasu ¢, nastgpuje zmiana charakteru dynamiki na dyfuzj¢ standar-
dowa ze stalg dyfuzji D (por. rownanie (3.5)),

(5.20) GP(t)y =Dt dla t,<t<t.
Na koniec dynamika Sredniego przemieszczenia kwadratowego wysyca si¢ (por. rOwnanie (3.7)),
(5.21) P()y =1l dla ¢, <t,

co jest widoczne jedynie w przypadku przyjecia nieskoficzonego czasu zycia ekscytonu. Utrzy-
manie saturacji przy obecnos$ci dyssypacji jest niemozliwe, gdyz czas osiagnigcia saturacji ¢,
jest rzedu kilku nanosekund (zob. Rys. 5.3c,d), tj. znacznie przekracza czas wykladniczego
zaniku 7 = 390 ps przyjety w modelu. Gdy dojdzie do catkowitej rekombinacji ekscytonu,

470b. réwnanie (7.12) w [62].
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Rys. 5.1. Srednie przemieszczenie kwadratowe ekscytonu od miejsca poczatko-

wego wzbudzenia w funkcji czasu (a,b) dla uktadu, w ktérym wystepuje dyssypa-

cja energii z czasem wyktadniczego zaniku 7 = 390 ps oraz (c,d) w wyidealizowa-

nym ukladzie z nieskoficzonym czasem zycia ekscytonu. W pierwszej kolumnie

(a,c) narysowano S$rednie przemieszczenie kwadratowe dla r6znych rozmiaréw

uktadu i jednej warto$ci odchylenia standardowego energii 0 = 0.1 meV, nato-

miast w drugiej kolumnie (b,d) dla r6znych wartosci sity nieporzadku i uktadu o

ustalonym rozmiarze N = 1000 kropek kwantowych.

Srednie przemieszczenie kwadratowe spada do zera, <r2 (t)) = 0. Podobnie jak poprzednio, czasy

graniczne pomig¢dzy fazami ruchu wyrazaja si¢ odpowiednio przez

(S.

22)

to=D/v® oraz t, =12, /D.

B. Parametry dynamiczne. Aby znaleZ¢ parametry dynamiczne, tj. predkos¢ balistyczna,

wspotczynnik dyfuzji oraz poziom wysycenia, dopasowalem numerycznie funkcje (5.19-5.21)
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Rys. 5.2. Zalezno$¢ parametréw dynamicznych: (a,b) predkosci balistycznej oraz
statej dyfuz;ji; (c,d) czasu przejscia pomigdzy faza balistyczng a dyfuzyjna dla
uktadu z dyssypacja (puste, wigksze symbole) oraz wyidealizowanego uktadu z
nieskoniczonym czasem zycia ekscytonu (mate, wypelnione symbole) w funkcji
rozmiaru uktadu (a,c) oraz sity nieporzadku (b,d). Liniami przerywanymi ozna-
czono analityczne relacje wyprowadzone w podrozdziale 5.5.

do odpowiednich faz ruchu dla ré6znych rozmiaréw uktadu oraz wielkosci nieporzadku. Na Rys. 5.2
przedstawiam zalezno$¢ predkosci balistycznej, wspétczynnika dyfuzji oraz czasu przejscia
pomigdzy faza balistyczng i dyfuzyjna w zaleznosSci od rozmiaru uktadu [panele (a,c)] oraz wiel-
kosci nieporzadku [panele (b,d)] (por. Rys. (3.3)). Sa one liniami prostymi w skali podwojnie
logarytmicznej, odpowiadaja zatem pewnemu prawu potggowemu. Predkos¢ balistycznej fazy
ruchu rosnie z rozmiarem uktadu, o czym §wiadczy Rys. 5.1(a,c) oraz Rys. 5.2(a) lecz jest nieza-
lezna od sity nieporzadku, co wida¢ na Rys. 5.1(b,d) oraz Rys. 5.2(b). Wspdiczynnik dyfuzji
ro$nie z rozmiarem uktadu [Rys. 5.1(a,c) oraz Rys. 5.2(b)] oraz jest odwrotnie proporcjonalny
do sily nieporzadku [Rys. 5.2(b)], chociaz dla zmniejszajacego si¢ nieporzadku dostrzegalne
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Rys. 5.3. (a,b) Poziom wysycenia Sredniego przemieszczenia kwadratowego
r2, oraz czas t, rozpoczeciaia fazy wysycenia (c,d) w funckji liczby kropek
(a,c) oraz sity nieporzadku (b,d). Przerywanymi liniami zaznaczono przyblizone

rozwigzanie analityczne otrzymane w podrozdziale 5.5.

jest odchylenie poczatkowo liniowego trendu. Pierwszy czas graniczny ¢, znaleziony jest bez-
posrednio jako iloraz D i v*. Dla zadanej sity nieporzadku nie zmienia si¢ z rozmiarem uktadu.
Podobnie jak wspoétczynnik dyfuzji roSnie on odwrotnie proporcjonalnie do sity nieporzadku.

Wyznaczenie poziomu oraz czasu rozpoczecia si¢ wysycenia byto mozliwe jedynie dla wyide-
alizowanego uktadu, w ktérym nie zachodzi dyssypacja (zob. Rys. 5.3). Poziom saturacji ro$nie
z rozmiarem ukladu oraz maleje ze wzrastajaca sita nieporzadku. Czas rozpoczgcia saturacji ro-
$nie z rozmiarem uktadu oraz maleje z sita nieporzadku. Nalezy zauwazy¢, ze w przeciwienstwie
do uktadu rozwazanego w rozdziale 3, gdzie ¢, byl niezalezny od nieporzadku, teraz ¢; zmienia
si¢ monotonicznie wraz z nieporzadkiem. Warto tutaj zwrdci¢ uwage, ze potrdjna dynamika
dyfuzji nie ma tak ostro wyznaczonych granic czasowych jak w przypadku modelowego uktadu
z rozdziatu 3. Widac to wyraZnie na Rys. 5.2(c,d). Fazg¢ saturacji poprzedza zatamanie si¢ dyfuzji
standardowej w kierunku subdyfuzji. Czas ¢, wyznaczony jest natomiast jako ostra granica
pomigdzy faza dyfuzyjna a wysyceniem.



5.4. Wyniki symulacji numerycznych 93

107 1072 1078 107*

— 1 R
7 =390 ps >
3 =
£
—~ S Q
z > :
2 S £
0 g
? I

b) et & 9 T

0 500 1000 0 500 1000 0 500 1000

r (nm) czas (ps) czas (ps)

Rys. 5.4. (a) Mapa obsadzen w funkcji odlegtosci od poczatkowo wzbudzonej
kropki oraz czasu ewolucji dla uktadu N = 4000 kropek kwantowych, sity niepo-
rzadku energii 0 = (0.1 meV oraz czasu wyktadniczego zaniku 7 = 390 ps. (b)
Liczba ekscytonéw w uktadzie. Pojedynczy ekscyton relaksuje z czasem wyktad-
niczego zaniku 7 = 390 ps. Przerywana linig zaznaczono idealny wyktadniczy
zanik dla zadanego 7. (c) Natg¢zenie fotoluminescencji w funkcji czasu. Wyniki
otrzymane dla N,., = 100 realizacji nieporzadku energii i polozen kropek.

C. Zasieg dyfuzji. Fotoluminescencja. Eksperymentalna obserwacja transportu w zespo-
tach kropek kwantowych zostata przedstawiona w [60]. Transport moze zachodzi¢ nawet poza
obszar pobudzania, gdyz obserwowana przestrzenna szerokos¢ fotoluminescencji przekracza
szeroko$¢ potéwkowa plamki lasera pobudzajacego. W prowadzonych tu rozwazaniach, gdzie
rozwazam tylko pojedynczy ekscyton, nie jest mozliwa symulacja uktadu zadanego w eks-
perymencie, gdzie pobudza si¢ obszar o powierzchni ~ xm?, na ktérym to moga znajdowaé
si¢ tysiace kropek. Symulacja uktadéw z tak duza liczba wzbudzen przekracza mozliwoSci
mocy obliczeniowej komputera. Zasieg dyfuzji pojedynczego ekscytonu wynosi okoto 100 nm
[Rys. 5.1(a,b)], co odpowiada czasowi kilku nanosekund. Wzbudzenie rozptywa si¢ po calym
uktadzie jak jest to pokazane na Rys. 5.4(a), obsadzenia odlegtych kropek sa niewielkie, mniejsze
niz 10°. Niemniej jednak w obszarze 100 nm wokét centrum wzbudzenia w kilka nanosekund
po wzbudzeniu obsadzenia utrzymuja si¢ na poziomie ~ 107°, Intensywnos$¢ fotoluminescencji
przedstawiona na Rys. 5.4(c) w funkcji czasu jest wcigz niezaniedbywalna dla tego rezimu
CZasowo-przestrzennego.

D. Wplyw dyssypacji. Wyznaczone wartosci predkosci balistycznej oraz wspoétczynnika
dyfuzji r6znig si¢ od siebie w zaleznosci od wystgpowania badZ niewystgpowania dyssypacji.
Predkos¢ balistyczna w uktadzie z dyssypacja jest wigksza o pewna statg wartos¢ wzgledem pred-
kosci w uktadzie wyidealizowanym. Dyssypacja prowadzi zatem do przyspieszenia dyfuzji w jej
pierwszej fazie. Oznacza to w istocie szybsze oprdznianie si¢ centralnej kropki na korzysS¢ pozo-
statych weztow w uktadzie z dyssypacja. Odwrotnie, podczas drugiej fazy ruchu, wspotczynnik
dyfuzji w idealnym uktadzie przekracza wspétczynnik dyfuzji w uktadzie poddanym dyssypacji.
Oznacza to, ze dyssypacja powoduje zwolnienie dyfuzji w drugiej fazie ruchu. Uktad opréznia
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si¢ wykladniczo z ekscytonu (zob. Rys. 5.4(b)), co pociaga za soba spadek obsadzen wszystkich
kropek. Stad srednie przemieszczenie kwadratowe (3.2) ma nizsza warto$¢ niz przy zachowane;j
sumie obsadzen. Dodatkowo druga faza ruchu zaczyna si¢ szybciej w ukladzie z dyssypacja.
Ostatecznie, w ukladzie z dyssypacja 1 przy realistycznym czasie relaksacji 7 = 390 ps, niemoz-
liwe jest osiagnigcie saturacji przed catkowita rekombinacja ekscytonu. Ciekawym jest rowniez,
ze jak wynika z Rys. 5.4(b) rekombinacja jest wolniejsza od modelowego wyktadniczego zaniku

exp(—t/7).

5.5. Przyblizone rozwiazanie analityczne

Dotychczas analityczne wzory otrzymane w podrozdziatach 2.10-2.12 znalazty zastoso-
wanie w jakoSciowym oraz iloSciowym okreSleniu Sredniego przemieszczenia kwadratowego
(rozdziat 3) oraz rozchodzenia si¢ korelacji (rozdziat 4). Teraz korzystajac z analitycznych
wzoréw na obsadzenia, znajde predkosci dyfuzji balistycznej oraz wspétczynnik dyfuzji w reali-
stycznym zespole kropek kwantowych.

Zasadnicza réznica pomiedzy wyprowadzeniami z rozdzialu 3 sprowadza si¢ do bardziej
ogoblnej postaci sprzezenia, ktore dane jest rOwnaniem (5.6). Przedstawig¢ teraz argumentacje
na rzecz uproszczenia formy sprzezenia pomiedzy kropkami. Srednia odlegto$é pomiedzy krop-
kami przy gestosci powierzchniowej 0.001 nm™? wynosi 32 nm. Jest ona mniejsza od dtugosci
fali promieniowania, z ktérym oddziatuje uktad, a ktéra w prézni wynosi A = 479 nm, co daje
ANy &~ 184 nm w materiale. Jednakze liniowy rozmiar catego uktadu moze znaczaco przewyz-
sza te dtugosé. Dla uktadéw dostepnych symulacjom numerycznym N ~ 10 liniowy rozmiar
uktadu rzedu kilku tysiecy nanometréw przekracza kilkukrotnie dtugos$¢ fali promieniowania
rezerwuaru elektromagnetycznego, w ktérym znajduja si¢ kropki. Istotna jest przy tym dlugosé
fali w materiale, nie zas§ w pr6zni. Dodatkowo, w uktadzie do§wiadczajacym duzego nieporzadku
(wzgledem sily sprzg¢zenia) istotne sg jedynie przeskoki pierwszego rz¢du, prosto do odlegtych
kropek. Dlatego sprzezenie okreslone przez funkcje G(z) (5.7') mozna obcia¢ wylacznie do
pierwszego cztonu, ktéry w zadanym rezimie parametrow jest najwigkszy,

_%COS(ZL‘)‘

(5.23) Glo) ~ —5—

Aby znalez¢ przyblizone rozwigzanie analityczne dla badanego uktadu, korzystam z wpro-
wadzonej uprzednio formuly na $rednie przemieszczenie kwadratowe (3.10), ktéra na potrzeby
tego rozdzialu zapisuj¢ jako

R
(5.24) (r*(t)) = 2mp, Jrs {e,|*>dr,

0

gdzie 2mp,rdr odpowiada liczbie kropek lezacych na pierscieniu kotlowym o promieniu r
i szerokoSci dr, pod warunkiem, ze liczba losowo rozmieszczonych kropek jest duza, natomiast
V, = VO((fR) dla kropek « lezacych w odlegtosci |r(,| = r od centralnej kropki. Postepujac
podobnie jak w podrozdziale 3.3, wyprowadzam parametry dynamiczne, tj. predko$¢ ruchu
balistycznego oraz wspoétczynnik dyfuzji dla dyfuzji standardowe;.
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A. Predkosé balistyczna. W modelu centralnego atomu obsadzenie w pierwszej fazie
ruchu wynosi {|¢,|*) = |V,|**/h* (por. réwnanie (2.100)). Podstawiam formule na obsadzenie
do wzoru (5.24) przyjmujac sprzg¢zenie postaci (5.6) z G(x) danym przez (5.23) i otrzymujg

212
(5.25) (r*(t)) = 9671k20 27 Py JCOSQ(kOT)TdT.
0

Nastepnie, poniewaz 1/k, « R funkcja cos(kqr) zawiera przynajmniej jeden okres w przedziale
(0, R) i catkg po dr mozna przyblizy¢ przez

R R
1 1
(5.26) fcos%km‘)rdr ~ 35 err = ZRQ’
0 0

gdzie czynnik 1/2 odpowiada Sredniej wartosci funkcji cosinus do kwadratu. Ostatecznie, po-
rOwnujac otrzymane wyrazenie z rownaniem (5.19) dostaje si¢ kwadrat predkosci balistycznej
9I's R* OGN

TP2——

527 1}2 = — = .
©.27) 64k; 4 128k3

Powyzsza zaleznoS¢ naszkicowatem liniami przerywanymi na Rys. 5.2(a,b). Doskonale dopaso-
wuje si¢ ona do wynikéw symulacji numerycznych dla uktadu bez dyssypacji. Zaniza natomiast
predkosc balistyczna dla uktadu z dyssypacja.

B. Wspélczynnik dyfuzji. Dla Srednich czaséw (por. podrozdziaty 2.12 oraz 3.3B) obsa-
dzenie rosnie z czasem jak (|c,|*) = 27 f,,(0)|V,|*t/h (por. rtéwnanie (2.101)). Podstawiajac
obsadzenie do réwnania (5.24), catkujac podobnie jak w (5.26) Poréwnujac otrzymany wynik
z (5.20) otrzymuje si¢ wspolczynnik dyfuzji,

2
(5.28) p— W MW >
198Kk20 o

Powyzsza analityczna formute naszkicowalem na Rys. 5.2(a,b) przerywang linia. JakoSciowo
odtwarza ona wyniki symulacji numerycznych (proporcjonalnos¢ do rozmiaru uktadu i odwrotna
proporcjonalno$é do nieporzadku). Zaniza jednak zaréwno wyniki zaréwno dla uktadu podlega-
jacego dyssypacji jak i wolnego od dyssypacji. Dla malejacego nieporzadku wyniki symulacji
zaczynaja odbiegac od trendu 1/0.

Czas przejscia pomiedzy faza balistyczna a dyfuzyjna dany jest przez relacje ciagtosSci
Sredniego przemieszczenia kwadratowego (zob. réwnanie (5.22) oraz por. rOwnanie (3.6)),

(5.29) to = M,

o
1 pokrywa si¢ z czasem t, podanym w roéwnaniu (3.13) dla normalnego rozktadu energii. Podob-
nie jak predkos¢ balistyczna 1 wspétczynnik dyfuzji, analityczne wyrazenie na czas przejscia
narysowatem na Rys. 5.2(c,d). Zaniza on wyniki symulacji dla uktadu bez dyssypacji, ale prze-
wyzsza czas w uktadzie z dyssypacja. Czas ¢, otrzymany z symulacji dla matego nieporzadku
zaczyna odbiega¢ od trendu 1/0.
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Zasieg dyfuzji balistycznej wynosi
IR*rTaN
128k20°
a dla przyktadowych wartosci N = 1000, 0 = 0.2 meV, ['; = 1/0.39 ns~', A = 479 nm przyj-
muje warto$¢ 3.68 nm. Jest wigc mniejszy niz Srednica kropki kwantowej przyjeta w symulacjach

(5.30) (P (t)) =

(zob. Tabela 5.1). Z fizycznego punktu widzenia w tak zadanym uktadzie transport balistyczny
nie zachodzi. Jest to gtéwnie spowodowane duzym odchyleniem standardowym nieporzadku
w poréwnaniu do stabego sprzgzenia pomigedzy kropkami. Zmniejszanie nieporzadku powo-
duje wzrost zasiggu dyfuzji balistycznej, ale wzor (5.30) jest stuszny jedynie w rezimie silnego
nieporzadku (o » Al'y).

C. Poziom wysycenia. Do wysycenia zdolny jest doj$¢ uktad jedynie o niefizycznie dtugim
czasie zycie ekscytonu. W dalszym ciagu poziom wysycenia wyprowadzam podobnie jak
w podrozdziale 2.12 oraz 3.3 uwzgledniaja oscylujacy charakter sprzg¢zenia. Obsadzenie w fazie
wysycenia dane jest wzorem

3, [cos(kor)| v
531 t— w)|*y = Al
(53D Jerlt = o)) = GhDy
Pozostaje scatkowac (5.24) po odlegtosci,
3 AT 7T3/2p R 1Al p
632) =g L cos (kor) rdr ~ 7 Ogg 2 R o N2,

gdzie zastapitem funkcje | cos(kqr)| jej wartoscia Srednia na przedziale r € (0, 27 /kq) réwna 2/7.
Korzystajac z ciagtosci Sredniego przemieszczenia kwadratowego (zanim dojdzie do catkowitej
dyssypacji), obliczam czas rozpoczgcia trzeciej fazy ruchu,

32 kR 32

= — >
(533) tl 97]' FO 9 koRT T.

5.6. Dyskusja

Dyfuzja ekscytonu w realistycznym zespole kropek kwantowych odtwarza jakoSciowo dyfu-
zje dowolnej (kwazi)czastki w silnie niejednorodnym uktadzie kwantowym z dalekozasiggowymi
sprze¢zeniami malejacymi jak funkcja potggowa odlegtosci oc 1/r*. Zasadnicze réznice pomigdzy
realistycznym uktadem kropek kwantowych a modelem zaprezentowanym w rozdziale 3 leza
w losowym rozmieszczeniu kropek w przeciwienstwie do regularnie rozmieszczonych atomow
oraz w bardziej ztozonej postaci sprz¢zenia, sktadajacej si¢ z trzech oscylujacych cztondw,
kazdym malejacym z inng potega odleglosci 1 = 1, 2 oraz 3. Zastosowane przyblizenie (5.23)
prowadzi do przyblizonego rozwigzania analitycznego, ktore odtwarza jakoSciowo dynamike
dyfuzji. Odbiega jednak od niej iloSciowo. Poniewaz Srednia odlegto$¢ migdzy kropkami jest
znacznie mniejsza niz dtugo$é emitowanej fali, dalsze cztony w (5.7’) maja znaczenie przy trans-
porcie na mate i §rednie odlegtosci. Jak to zostato pokazane w podrozdziale (3.4) wyzsze potegi
odlegtosci w mianowniku sprz¢zenia nie maja wplywu na tréjfazowa dynamike dyfuzji, a jedynie
na warto$¢ parametréw dynamicznych. Dla p > 3/2 (w uktadzie dwuwymiarowym) wktad do
predkosci balistycznej jest niewielki i staly w granicy duzych uktadéw (por. réwnania (3.19),
(3.20) oraz Tabelg 3.1). Odmiennie ma si¢ sprawa z poziomem saturacji. Wkiad cztonu z py = 3
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jest duzy, proporcjonalny do liniowego rozmiaru uktadu (por. r6wnanie (3.26) oraz Tabelg 3.1).
Oscylujacy charakter sprzgzenia przeskalowuje jedynie Srednie przemieszczenie kwadratowe
o stalg wartoS¢. JakoSciowe odtworzenie wynikoéw przez przyblizone rozwiazanie analityczne
$wiadczy natomiast o wiodacej roli pierwszego cztonu funkcji G(z) (5.7'). Dodatkowo eks-
perymentalna obserwacja transportu w kropkach kwantowych w [60] znajduje uzasadnienie
w rozwazaniach teoretycznych prowadzonych w ramach tego rozdziatu.






Podsumowanie

W mojej rozprawie doktorskiej zbadatem dynamike (kwazi)czastki w modelu sieciowym
z diagonalnym nieporzadkiem i dalekozasiggowymi sprz¢zeniami malejacymi z odleglosScia jak
1/r". Przedstawitem najwazniejsze wlasnosci modelu, z czego niektére z nich sa nowatorskim
1 oryginalnym wktadem rozprawy do stanu wiedzy na temat badanego modelu oraz lokalizacji
Andersona [rozdziat 2]. Okreslitem dynamike kwantowej czastki w zadanym modelu, postugujac
si¢ analiza Sredniego przemieszczenia kwadratowego [rozdziat 3] oraz bezposrednio badajac
dynamike obsadzen na poszczegdlnych weztach, wykazujac poteggowa lokalizacje czastki na
sieci, a takze wprowadzajac stozek Swietlny odgraniczajacy obszar, poza ktérym obsadzenia
maleja znacznie szybciej niz wewnatrz tego obszaru [rozdziat 4]. Ostatecznie wykorzystalem
wyprowadzony aparat teoretyczny i wyniki badan nad ogélnym modelem do znalezienia dyna-
miki ekscytonu w realistycznym uktadzie kropek kwantowych ze skoriczonym czasem zycia
ekscytonu. Uwazam, ze cel rozprawy okreSlony na poczatku w rozdziale ,,Cel, tre$¢ i struktura
pracy” zostat osiagnigty.
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Dodatek

A. Znajdowanie ewolucji czasowej z diagonalizacji hamiltonianu

Wektor stanu |¥) wyraza si¢ w pewnej bazie stanéw {|«)} (skoriczonej lub nieskoriczonej).

(A.1) [T) =D oo

«

Ewolucja stanu poczatkowego |« = 0) jest dana przez
U (t)) =" |ag)
= ¢ " |n) (nlag)
=D e B n) (nfag)
=Y e By ) (aln) (nfag)

(A2) = (Z e~ aln) <n\ao>) [%

gdzie |n) jest stanem wtasnym z odpowiadajaca mu wartoscia wlasng F,, hamiltonianu. w powyz-
szych wyprowadzeniach zostaty wykorzystane relacje zupetnosci stanéw wiasnych oraz stanéw
zlokalizowanych na wezle,

D nxn| =1,
Dllaxal = 1.
B
Poréwnujac (A.2) z (A.1) otrzymujemy
(A3) Calt) = ) exp(—iE,t) (aln) (n|ag).

Interesujacym jest znalezienie asymptotycznej wartosci obsadzenia |c,, (o0) \2. W tym celu licz¢
najpierw obsadzenie wezta

(A4) o) = Y T ETE aln) {nfag) (mla) {agm)

W granicy dtugich czaséw, eksponenta w (A.4) jest delta Kroneckera 6,,,, 1 asymptotyczne
obsadzenie przyjmuje postaé

(A.5) [eal@)[* = D Kaln)[*[{ag|n)[*.

101



102 Dodatek

B. Poziom saturacji dla réznych rozkladow energii

Celem jest policzenie catki z réwnania (2.103),

W +4v2

(2.103) (e, (00)]) = 4V;2 f f’"(f)dx.
2V, *
lub z réwnania (2.104),
[ fola)d
I . 2 o\ )Ax
2.104) Jer(o0)]y = 4V, f et

najpierw dla rozktadu jednostajnego energii € € U (—W /2, W /2), pézniej dla rozktadu normal-
negoe e N (1= 0,0).

A. Rozklad jednorodny. Dla jednostajnego rozktadu energii, f.,(x) jako rozktad réznicy
dwoéch zmiennych losowych jest funkcja tréjkatng

W — ||

(B.1) fol)y=4 W
0 . poza tym.

xe[-W, W],

Policze najpierw poziom saturacji postugujac si¢ formula (2.104")

w w

e o)) :41/3] de 4VEJ zdzx
’ W ) 22 +4v2 W? ) 2 +4V?
(B.2) 0 0
2V, W 2V 2V wV.
:WarCtg(2W>_W21n 1+<W) Q:W

W rezimie duzego nieporzadku mozna zastosowaé przyblizenie W /V,, — oo oraz zaniedbac

cztony drugiego rzedu w V,./W. Otrzymuje si¢ wtedy wynik spéjny z réwnaniem (2.105).
Podaje tu réwniez druga metode obliczenia poziomu saturacji z wykorzystaniem réwna-

nia (2.103"). w tej metodzie przyblizam rozklad f,(x) ~ f..(z). Jest to stuszne przyblizenie

w rezimie silnego nieporzadku.

w
Jer(or) ~av? [ L2

A
27"
2 w 2 W
(B.3) % Jd_x_4vr dz

N W ;172 V[/'2 x

2V, 2V,
_2Ve 4% i (2]~ 2
W WP oV )| T W

Wynik otrzymany w réwnaniu (B.3) rézni si¢ od (B.2) o czynnik 7/2.
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B. Rozklad normalny. Rozklad r6zni¢ diagonalnych energii jest rozktadem réznicy dwéch
zmiennych losowych pochodzacych z rozktadu N (0, ). Jest wigc rozktadem A (0,+/20),
a jego gestos¢ prawdopodobiefistwa wynosi

1 2
(B.4) Jol) = 5 ﬁae‘(“%)

Réwnanie (2.104") przyjmuje postaé

V2 < —(ﬂv/QU)2 V.
(B.5) (e (o0 )|>—fafx +4Vzdx 2{ <g> v

gdzie erfe(x) = \% SZO e_t2 dt jest uzupetniajaca funkcja btedu. Ponizej przedstawiam dowdd, ze
catka w (B.5) odpowiada uzupetniajacej funkcji biedu.
Funkcje btedu definiuje si¢ jako

(B.6) erf(z =7 f -+

natomiast uzupetniajaca funkcje btedu definiuje si¢ jako
erfe(z) = 1 — erf(z2)

1——J _tdt—\ﬁf et dt.

Pokaze, korzystajac z [63], ze uzupetniajaca funkcje btgdu mozna reprezentowac réwniez przez

(B.7)

catke

e

2 5 -zt
(B.8) erfc(z) = ¢(z) = %efz JtQ = 1dt
0

W tym celu, zrézniczkuje funkcje ¢(z) po zmiennej z po to, by pézZniej ja z powrotem scatkowac.
Pochodna po zmiennej z wynosi

—z

e

St

0
d
(B.9) &(b(Z) _ 76_22t2 fe_z2t2dt -
0
Wykorzystujac fakt, ze ¢(0) = 1 oraz catkujac, otrzymuje

z 5 z i
fqb(z') = /= e de,
0 0

co daje wzor (B.7),

o(z) = fe_z d2’ = erfe(z).
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Wybrane oznaczenia

wymiarowoS¢ uktadu
energia na weZle o

sprzgzenie pomigdzy weztami o i 3, w modelach sieciowych nazy-
wane calka przeskoku [ang. hopping (integral)]

sprzezenie pomigdzy weztem centralnym a weztem o dla uktadu
jednowymiarowego

sprzgzenie wezta centralnego z weztem odlegtym o r

bezwymiarowy liniowy rozmiar uktadu (wyrazony w statych sie-
ciowych)

calkowita liczba atoméw w uktadzie

promien uktadu dla uktadéw o symetrii sferycznej (potowa dtugosci
taiicucha dla d = 1, promien kotowej mesy dla d = 2 itd.)

Srednie przemieszczenie kwadratowe
dwupunktowa funkcja korelacji

amplituda prawdopodobienstwa znalezienia (kwazi)czastki
na weZle o / w odlegtosci r od centralnego wezta

jednorodny rozktad prawdopodobienstwa na przedziale |a, b]

rozktad normalny prawdopodobienstwa o wartoSci oczekiwanej 1
oraz odchyleniu standardowym o

odchylenie standardowe normalnego rozktadu N (u, o) energii
na wezle €,, miara diagonalnego nieporzadku

szeroko$¢ rozktadu jednorodnego U (—W /2, W /2) energii na weZle,
miara diagonalnego nieporzadku

parametr geometryczny (zob. réwnanie (2.74))
liczba atomdéw lezaca na d-wymiarowej sferze o promieniu r
jednoczastkowe operatory spinowe dzialajace na wezle o

faczny rozklad prawdopodobienistwa energii oraz potozen atoméw
(tylko w rozdziale 2)
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Wybrane oznaczenia

Nyefr

rozktad prawdopodobienistwa zmiennej losowej X (s) zadanej wzo-

rem (2.58)

warto$¢ najbardziej prawdopodobna zmiennej losowej X (s)
a jest proporcjonalne do b.

a jest rzedu b

a jest wigksze i rzgdu b

réznica zbioréw Ai B

czg$S¢ rzeczywista liczby zespolonej 2

czeS¢ urojona liczby zespolonej z

separacja poziomOw energetycznych

druga poprawka do energii w rachunku zaburzen

wektor falowy, liczba falowa (pasmo energetyczne)

wektor falowy, liczba falowa (emitowana fala promieniowania)
wspotczynnik zatamania Swiatta

dtugos¢ fali promieniowania w prézni

predkos¢ Swiatta w prézni



Spis rysunkow

1.1 Schematyczna ilustracja pojedynczego centrum rozpraszania.
1.2 Schematyczny rysunek funkcji skalujacej 5(g).

1.3 Gestos¢ stanéw dla pojedynczej realizacji nieporzadku dla réznych wartosci sity
nieporzadku oraz przekrdj stanéw wilasnych o réznych energiach i dla r6znych wartosci
nieporzadku.

1.4 Sredni stosunek uczestnictwa w funkcji energii.

1.5 Schematyczny rysunek gestosci stanéw w tréjwymiarowym modelu Andersona.

2.1 Pasmo energetyczne dla jednowymiarowego taficucha ze sprzg¢zeniami oc1 /7. Gestosé
stanéw w funkcji liczby falowej oraz w funkcji energii.

2.2 Schematyczny rysunek obrazujacy potréjng dynamike obsadzenn — normalny rozktad
energii.
2.3 Schematyczny rysunek obrazujacy potrdjna dynamike obsadzenn — jednorodny rozktad

energii.

3.1 Schematyczne przedstawienie badanego ukladu: (a) Jednowymiarowy tancuch spinéw
(otwarte warunki brzegowe); (b) Dwuwymiarowy uktad atoméw na sieci regularne;j
ograniczony obszarem kolowym o promieniu R.

3.2 Srednie przemieszczenie kwadratowe wzbudzenia od centralnego wezta w funkcji czasu.
3.3 Parametry dynamiczne dyfuzji w funkcji rozmiaru uktadu.

3.4 Parametry dynamiczne dyfuzji w funkcji sity nieporzadku.

3.5 Zasigg dyfuzji w funkcji liczby weztéw.

3.6 Zasieg dyfuzji w funkcji sity nieporzadku.

3.7 Asymptotyczne obsadzenie centralnego wezta w funkcji rozmiaru uktadu
jednowymiarowego oraz asymptotyczne obsadzenie weztéw w funkcji numeru wezta.

3.8 Asymptotyczne obsadzenie weztéw w funkcji odlegtosci od centralnego wezla
w uktadzie dwuwymiarowym.

4.1 Schematyczny rysunek rozwazanego uktadu — tanicuch jednorodnie rozmieszczonych
Spindw.

4.2 Mapa czasowej ewolucji funkcji korelacji dla kazdego ze spinéw w uktadzie,
przesuwajacy si¢ front falowy korelacji oraz ewolucja czasowa korelacji dla kilku
wybranych weztéw.
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4.3 Parametry dynamiczne ewolucji korelacji w funkcji odlegtosci od centralnego spinu.

4.4 Mapa czasowej ewolucji funkcji korelacji dla kazdego ze spinéw w uktadzie,
przesuwajacy si¢ front falowy korelacji oraz ewolucja czasowa korelacji dla kilku
wybranych weztéw — uktad ze stabym nieporzadkiem lub brakiem nieporzadku.

4.5 Mapa czasowej ewolucji funkcji entropii splatania dla kazdego ze spinéw w uktadzie,
przesuwajacy si¢ front falowy entropii splatania oraz ewolucja czasowa entropii splatania
dla kilku wybranych weztow.

5.1 Srednie przemieszczenie kwadratowe ekscytonu od miejsca poczatkowego wzbudzenia
w funkcji czasu — realistyczny uktad kropek kwantowych.

5.2 Zalezno$¢ parametréw dynamicznych od rozmiaru uktadu oraz sity nieporzadku —
realistyczny uktad kropek kwantowych.

5.3 Poziom wysycenia Sredniego przemieszczenia kwadratowego w funkcji rozmiaru uktadu
oraz sity nieporzadku — realistyczny uktad kropek kwantowych.

5.4 Mapa obsadzen w funkcji odleglosci od poczatkowo wzbudzonej kropki kwantowej,
zanik ekscytonu w uktadzie oraz intensywnos¢ fotoluminescencji — realistyczny uktad
kropek kwantowych.
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